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Capitulo 1

Probabilidade - Conceitos Basicos

1.1 Introducao

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situagoes em que estd presente a incerteza do resul-
tado, embora, muitas vezes, os resultados possiveis sejam conhecidos. Por exemplo: o sexo
de um embriao pode ser masculino ou feminino, mas sé saberemos o resultado exato quando
o experimento se concretizar, ou seja, quando o bebé nascer. Se estamos interessados na face
voltada para cima quando jogamos um dado, os resultados possiveis sao 1, 2, 3, 4, 5, 6, mas
so saberemos o resultado quando o experimento se completar, ou seja, quando o dado atingir a
superficie sobre a qual foi lancado. E conveniente, entdo, dispormos de uma medida que exprima
a incerteza presente em cada um destes acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.

1.2 Experimento aleatério, espaco amostral e evento

Consideremos o lancamento de um dado. Queremos estudar a proporcao de ocorréncias das
faces desse dado. O primeiro fato a observar é que existem apenas 6 resultados possiveis, as
faces 1, 2, 3, 4, 5, 6. O segundo fato é uma suposi¢ao sobre o dado: em geral, é razodvel supor
que este seja equilibrado. Assim, cada face deve ocorrer o mesmo nimero de vezes e, portanto,
essa proporc¢ao deve ser %. Nessas condigoes, nosso modelo probabilistico para o lancamento de
um dado pode ser expresso da seguinte forma:

Face 1 2 3 4 5 6| Total
Frequencia tedrica é % % % é % 1

Suponhamos que uma mulher esteja gravida de trigémeos. Sabemos que cada bebé pode
ser do sexo masculino (M) ou feminino (F). Entao, as possibilidades para o sexo das trés criangas
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sao: MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF. Uma suposicao razoavel é que todos
esses resultados sejam igualmente provaveis, o que equivale dizer que cada bebé tem igual chance
de ser do sexo masculino ou feminino. Entao cada resultado tem uma chance de é de acontecer
e o modelo probabilistico para esse experimento seria

Sexo MMM MMF MFM FMM FFM FMF MFF FFF | Total

— T T I T 1 1 1 1
Freq. tedrica g 3 3 3 ] 8 g 8 1

Por outro lado, se s6 estamos interessados no niimero de meninas, esse mesmo experimento
leva ao seguinte modelo probabilistico:

Meninas Total

Freq. tedrica

ol O
pol— Lo

polee =
poled N

Nesses exemplos, vemos que a especificacao de um modelo probabilistico para um fenomeno
casual depende da especificagao dos resultados possiveis e das respectivas probabilidades. Va-
mos, entao, estabelecer algumas defini¢bes antes de passarmos a defini¢ao propriamente dita de
probabilidade.

1.2.1 Experimento aleatorio

Um experimento aleatorio é um processo que acusa variabilidade em seus resultados, isto é,
repetindo-se o experimento sob as mesmas condigoes, os resultados serao diferentes. Contra-
pondo aos experimentos aleatorios, temos os experimentos deterministicos, que sao experimentos
que, repetidos sob as mesmas condigoes, conduzem a resultados idénticos. Neste curso, estare-
mos interessados apenas nos experimentos aleatérios.

1.2.2 Espaco amostral

O espaco amostral de um experimento aleatorio é o conjunto de todos os resultados possiveis
desse experimento. Vamos denotar tal conjunto pela letra grega dmega maiuscula, €2. Quando
o espaco amostral é finito ou infinito enumeravel, é chamado espago amostral discreto. Caso
contrério, isto é, quando ) é nao enumeravel, vamos chamé-lo de espaco amostral continuo.

1.2.3 Eventos aleatdrios

Os subconjuntos de €2 sao chamados eventos aleatorios e os elementos de () sao chamados eventos
elementares. Os eventos, sendo conjuntos, serao representados por letras maiusculas do nosso
alfabeto, enquanto os elementos de um evento serao representados por letras mintsculas.

Departamento de Estatistica 2
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EXEMPLO 1.1 Lancamento de uma moeda

O langamento de uma moeda é um experimento aleatério, uma vez que, em cada lancamento,
mantidas as mesmas condigoes, nao podemos prever qual das duas faces (cara ou coroa) caird
para cima. Por outro lado, se colocarmos uma panela com agua para ferver e anotarmos a
temperatura de ebulicao da dgua, o resultado sera sempre 100°C. Logo, este é um experimento
deterministico.

EXEMPLO 1.2 Lancamento de um dado

Consideremos o experimento aleatério “lancamento de um dado”. O espago amostral é Q) =
{1,2,3,4,5,6}, sendo, portanto, um espaco discreto. Os eventos elementares sao {1}, {2}, {3},
{4}, {5}, {6} . Outros eventos sdo: “face par”= {2,4,6}, “face impar” = {1,3,5}, “face impar
menor que 5”7 = {1, 3}, etc.

EXEMPLO 1.3 Lancamento de duas moedas

Consideremos o langamento simultaneo de duas moedas. Vamos representar por K a ocorréncia
de cara e por C a ocorréncia de coroa. Um espago amostral para esse experimento é () =
{KK,KC,CK,CC}, que também é um espago discreto. Os eventos simples sao { KK}, {KC},
{CK}, {CC} e um outro evento é “cara no primeiro langamento” = {KC, KK} . Para esse
mesmo experimento, se estamos interessados apenas no nimero de caras, o espago amostral
pode ser definido como © = {0,1,2}.

EXEMPLO 1.4 Medicao do nivel de ruido

Seja o experimento que consiste em medir, em decibéis, diariamente, durante um mes, o nivel de
ruido na vizinhanca da obra de construcao do metro em Ipanema. O espago amostral associado a
este experimento é formado pelos ntimeros reais positivos, sendo, portanto, um espaco amostral
continuo. Um evento: observar niveis superiores a 80 decibéis, representado pelo intervalo
(80, 00) , que corresponde a situagdes de muito barulho.

EXEMPLO 1.5 Bolas em uma urna

Uma urna contém 4 bolas, das quais 2 sao brancas (numeradas de 1 a 2) e 2 sao pretas (nume-
radas de 3 a 4). Duas bolas sao retiradas dessa urna, sem reposi¢ao. Defina um espago amostral
apropriado para esse experimento e os seguintes eventos:

A : a primeira bola é branca;
B : asegunda bola é branca;
C' : ambas as bolas sao brancas;

Departamento de Estatistica 3



CAPITULO 1. PROBABILIDADE - CONCEITOS BASICOS

Solucgao:
Considerando a numeragao das bolas, o espaco amostral pode ser definido como:

Q = {(4,7):i=1,2,3,4;7=1,2,3,4;1 # j}
= {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2), (3,4), (4,1), (4, 2), (4,3)}

Os eventos sao:

A = {(i,j):i=1,2,7=1,2,3,4;i # j}
= {(1,2), 1,3),(1,4),(2,1),(2 3),(2,4)}

(
B = {(i,j):i=1,2,3,4j=1,2i # j}
= {<2’1)7 371)7(471)’(172)7(372)’(4’2)}
C = {(i,§):i=1,27=1,2;i #j}
= {(1,2),(2,1)

EXEMPLO 1.6 Cartas de um baralho

Trés cartas sao retiradas, sem reposicao, de um baralho que tem trés cartas de cada uma das
cores azul, vermelha, preta e branca. Dé um espaco amostral para esse experimento e liste os
eventos:

A : todas as cartas selecionadas sao vermelhas;
B : uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta preta sao selecionadas;
C : tres diferentes cores ocorrem,;
D : todas as quatro cores ocorrem.
Solucao:

Vamos denotar por A,V, P e B as cores azul, vermelha, preta e branca, respectivamente.
Entao

Q = {(xy,z9,23) 2, =AV,P,B;i=1,2,3}

Os eventos sao:

A = AWV V)}

B = {(V,AP),(V,P,A),(AV,P), (A PV),(P,V,A),(P,AV)}

(V, A, P),(V, P, A),(A,V,P),(A PV),(PV,A), (P, AV),
(V, A, B),(V,B, A),(A,V,B),(A,B,V),(B,V,A),(B,A,V),
(V,B,P),(V,P,B),(B,V,P),(B,P,V),(P,V,B),(P,B,V),
(B, A, P),(B,P,A),(A B,P),(A, P,B),(P,B,A), (P, A,B)

Como temos quatro cores diferentes e apenas trés extracoes, nao é possivel obter todas as
cores; logo,

Departamento de Estatistica 4
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D =g

1.3 Operacoes com eventos aleatorios

1.3.1 Intersecao

O evento intersecao de dois eventos A e B é o evento que equivale a ocorréncia simultanea de A
e B (ver Figura 1.1). Seguindo a notagao da teoria de conjuntos, a intersegao de dois eventos
serd representada por A N B.

Figura 1.1 — Intersecao de dois eventos: AN B

Note que
rcANB & z2€A e ze€B (1.1)

EXEMPLO 1.7 Lancamento de dois dados - continuacao

Consideremos o experimento “lancamento de dois dados” e os eventos A =“soma das faces é
um numero par’ e B = “soma das faces é um numero maior que 9”. Calcule AN B.

Solucgao:
O espaco amostral desse experimento, que tem 36 elementos, é
Q = {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,6)}

Para que um elemento pertenca a intersecao AN B, ele tem que pertencer simultaneamente
ao evento A e ao evento B. O evento B é

B = {<4’6>7 (575)7 (576)’ (674)7 (67 5)7 (6’ 6)}

Dos seus elementos, os tinicos que pertencem ao evento A, isto é, que tém soma das faces
par, sao os eventos (4,6),(5,5),(6,4) e (6,6). Logo, ANB = {(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)} . Note
que nao precisamos listar o evento A! Ele tem 18 elementos!

Departamento de Estatistica )
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1.3.2 Exclusao

Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos quando eles nao podem ocorrer simultaneamente,
isto é, quando a ocorréncia de um impossibilita a ocorréncia do outro. Isto significa dizer que
os eventos A e B nao tém elementos em comum. Entao, dois eventos A e B s@o mutuamente
exclusivos quando sua interse¢ao é o conjunto vazio, isto é, AN B = @& (ver Figura 1.2).

Figura 1.2 — Eventos mutuamente exclusivos: AN B = &

EXEMPLO 1.8 Lancamento de dois dados

Consideremos novamente o experimento “langamento de dois dados” e sejam os eventos A =
“soma das faces é impar” e B = “duas faces iguais”. Entao, A e B sdo mutuamente exclusivos
porque a soma de dois nimeros iguais é sempre um numero par!

1.3.3 Uniao

A uniao de dois eventos A e B é o evento que corresponde a ocorréncia de pelo menos um deles.
Note que isso significa que pode ocorrer apenas A, ou apenas B ou A e B simultaneamente.
Esse evento serd representado por AU B (ver Figura 1.3).

Figura 1.3 — Uniao de dois eventos: AU B

Note que
re AUB & 2€A ou zeB (1.2)

EXEMPLO 1.9 Lancamento de duas moedas

Departamento de Estatistica 6
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Consideremos o experimento do lancamento de duas moedas, onde o espago amostral é ) =
{KK,KC,CK,CC}. Sejam os eventos A = “ocorréncia de exatamente 1 cara” e B = “duas
faces iguais”. Entdao A = {KC,CK}e B={CC,KK};logo, AUB=Qe ANB = @. SejaC o
evento “pelo menos uma cara”; entdo C' = {KC,CK, KK} e BUC =Qe BNC ={KK} # @.

1.3.4 Complementacao

O complementar de um evento A, denotado por A ou A°, é a negacao de A. Entdo, o comple-
mentar de A é formado pelos elementos que nao pertencem a A (ver Figura 1.4).

Figura 1.4 — Complementar do evento A = A

Note que B
reAd & x¢A (1.3)

e também que

AUA=Q (1.4)
EXEMPLO 1.10 Lancamento de um dado

Consideremos o langamento de um dado e seja A= “face par”. Entao, A é o evento “face
impar”. Note que A ={2,4,6} e A={1,3,5} e Q=AUA.

1.3.5 Diferenca

A diferen¢a entre dois eventos A e B, representada por A\ B, é o evento formado pelos elementos
do espago amostral que pertencem a A mas nao pertencem a B (ver Figura 1.5). Note que
podemos pensar em A\ B como o complementar de B relativo ao evento A.

Note que o
r€eA\B & wz€A e z¢B < xe€ANB (1.5)

e também

A=(A\B)U(ANB) (1.6)
Além disso, A\ B # B\ A, conforme ilustrado na Figura 1.6.

De maneira andloga, B \ A é o complementar de A relativo ao evento B.

Departamento de Estatistica 7
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Figura 1.5 — Diferenca A\ B

Figura 1.6 — Diferenca B \ A

EXEMPLO 1.11 Lancamento de dois dados

Consideremos novamente o lancamento de dois dados e os eventos A = “soma das faces é par”
e B = “soma das faces é maior que 9”. Vamos considerar as duas diferengas, A\ B e B\ A.

Temos que
(171)7
=
B = {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}
Logo,
MB = (4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(6,2)

B\A = {(576)7(675)}

1.3.6 Propriedades das operacoes

Sejam A, B, C' eventos de um espaco amostral ). Entao valem as seguintes propriedades.

1. Identidade

AN = o
AUQ = Q (1.7)

Departamento de Estatistica
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Aug = A
ANQ = A (1.8)

(Note que € é o equivalente do conjunto universal da teoria de conjuntos.)

2. Complementar

Q=0
g = Q (1.9)
ANA = o
AUA = Q (1.10)
3. Involugao B
A= (A=A
4. Idempotencia
ANA = A
AUA = A (1.11)
5. Comutatividade
ANB = BNA
AuB = BUA (1.12)
6. Associatividade
(ANB)NC = An(BNCQC)
(AUB)UC = AU(BUC) (1.13)
7. Distributividade
AN(BUC) = (ANB)U(ANCOC)
Au(BnC) = (AuB)N(AUCQ) (1.14)

A ilustracao da primeira propriedade esta na Figura 1.7. Na linha superior, ilustramos o
lado esquerdo da igualdade A N (B UC): no diagrama a esquerda temos o evento A e no
diagrama do centro temos o evento BUC. Para sombrear a interse¢ao desses dois eventos,
basta sombrear as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas, o que resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento AN (B U C'). Na linha inferior, ilustramos o lado
direito da igualdade (AN B) U (AN C): no diagrama a esquerda temos o evento AN B e
no diagrama do centro, o evento A N C. Para sombrear a uniao desses dois eventos, basta
sombrear todas as partes que estao sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta no

Departamento de Estatistica 9
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Figura 1.7 — Tlustragao da propriedade distributiva: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

diagrama a direita, onde temos o evento (AN B) U (AN C). Analisando os diagramas a
direita nas duas linhas da figura, vemos que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

A ilustracao da segunda propriedade esta na Figura 1.8. Na linha superior, ilustramos o
lado esquerdo da igualdade AU (B N C): no diagrama a esquerda temos o evento A e no
diagrama do centro temos o evento BNC'. Para sombrear a uniao desses dois eventos, basta
sombrear todas as partes que estao sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento AU (B N C). Na linha inferior, ilustramos o lado
direito da igualdade (AU B)N(A U C): no diagrama a esquerda temos o evento AUB e no
diagrama do centro, o evento AUC. Para sombrear a intersecao desses dois eventos, basta
sombrear todas as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas e isso resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento (AU B) N (AU C). Analisando os diagramas a
direita nas duas linhas da figura, vemos que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

8. Absorgao

ANn(AuB) = A

AUANB) = A (1.15)
9. Leis de De Morgan

ANB = AUB

AUB = ANB (1.16)

Na primeira linha da Figura 1.9 ilustra-se a primeira propriedade AN B = AU B: no
diagrama a esquerda temos A N B; nos dois diagramas centrais, temos, respectivamente,

Departamento de Estatistica 10
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Figura 1.8 — Tlustragao da propriedade distributiva: AU (BNC)=(AUB)N(AUC)

Ae B; no diagrama a direita, temos A U B, que ¢ igual ao diagrama & esquerda, ou seja,
ANB=AUB.

Na segunda linha da Figura 1.9 ilustra-se a segunda propriedade AU B = AN B: no
diagrama a esquerda temos A U B; nos dois diagramas centrais, temos, respectivamente,
A e B; no diagrama a direita, temos AN B, que é igual ao diagrama & esquerda, ou seja,
AUB=ANB.

Figura 1.9 — Tlustragao das leis de De Morgan

Departamento de Estatistica 11



CAPITULO 1. PROBABILIDADE - CONCEITOS BASICOS

1.3.7 Principio da Dualidade

Seja E uma equagao da algebra dos conjuntos. Por exemplo, AUZ = A. O dual de F, denotado
por E* é a equacao obtida a partir de E substituindo-se cada ocorréncia de N, U, €2, & por
U,N, &, Q, respectivamente. Por exemplo, o dual de AU @ = A é AN = A. O principio da
dualidade estabelece que, se uma equacao E da algebra dos conjuntos é verdadeira, entao seu
dual £E* também o é.

Note que as propriedades acima estao organizadas aos pares e em cada par uma equagao
¢ o dual da outra.

1.3.8 Diferenca Simétrica

A diferenga simétrica entre A e B, representada por A @ B e ilustrada na Figura 1.10, é o
evento formado pelos elementos do espaco amostral que pertencem a uniao, mas nao a intersecao
de A e B, isto é:

A B=(AUB)\ (ANB) (ou exclusivo)

Figura 1.10 — Diferenca simétrica de dois eventos Ae B: A& B

Note a seguinte equivaléncia:

A®B = (AUB)\(ANB)

= (AUB)N(ANB)

= (AUB)N(AUB)
(ANA)UANB)U(BNA)YU(BNB)

= (ANB)U(BNA)
= (A\B)U(B\4)
Essa equivaléncia permite definir a diferenca simétrica como A@® B = (A\ B) U (B \ A), o que

justifica o nome. Note que A @ B é o conjunto dos elementos que pertencem a exatamente um
dos eventos A e B.

Sao validas as seguintes propriedades:

Departamento de Estatistica 12
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e ADA=0
De fato: -
APA=(AUA)\(ANA)=A\A=ANA=0
e A=A
De fato:
Ao =(AU@)\(AN@)=A\@=ANng=An0=A
e Comutatividade: A B=B® A
Segue direto da comutatividade da uniao e da intersecao.
e Distributiva em relagao a intersegdo: AN(B®C)=(ANB)® (ANC)
De fato:

(ANB)® (ANC)

[(ANB)N(ANC)U[(ANC)N (AN B)]
(ANB)N(AUC)U[(ANC)N (AU B)]
(ANBNA)UANBNO)|U[(ANCNA)U(ANCN B)
(ANBNC)U(ANCNB)

AN[(BNC)u(CNB)

AN(B& )

U
U

e Associatividade: (A@ B)®(C=A& (BaC)
De fato: desenvolvendo cada um dos membros da igualdade obtemos
(AeB)eC = [(AnB)u(BNnA4)]aC
= {[AnB)uBNA)|nC}luCn [(Am?) U (B

D
o
N——

o C D
s

oD o W
o DO D
Q
D
™
D
\_’;%C

=3 aqq

5 O DO D
¥ o
»)
a 2
e
Cccc c
>AAAA
S aaa ql
os]
)
a
C
/:J:CCC C
=) Q
Sy )
2 —
Q h N
- |
N
D /\/\2\
o] SN IRY
»)

e~

Ae(BaC) = As[(BNO)U
)
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e Lei do Cancelamento: A@ B=A®oC = B=C
Demonstragao por absurdo

Suponhamos, por absurdo, que B # C. Entao, pelo menos uma das duas situagoes ocorre:

dr € B| z¢C
dr € C | z¢B

Sem perda de generalidade (a demonstragao é andloga), consideremos que a primeira
situagao ocorra, isto é, (z € B) A (z ¢ C'). Suponhamos, por absurdo, que z € A. Entao
terfamos (x € A) A (z € B) A (z ¢ C).

(e AN (¢ (C)=2cA\CCAPC=APB=>2€cAdB
(e ANreB)=rxecANB=2c¢ A®dB

o que ¢ absurdo. Entdo, temos que temos que ter (x € B) A (v ¢ C) A (x ¢ A). Mas

(xeB)AN(x¢A) = z€(B\A) =2 AdB
¢ C)N(x¢A) = 2¢ A C=AdB=xr¢ A®dB

o que é, novamente, um absurdo. Logo, B = C.

1.4 Somatorios

A notacao de somatorio é bastante util na apresentagao de férmulas, pois ele resume de forma
bastante compacta a operacao de soma de vérias parcelas. Para compreender as propriedades
do somatorio, basta lembrar as propriedades da adicao.

Para desenvolver um somatorio, temos que substituir o valor do indice em cada uma das
parcelas e em seguida realizar a soma dessas parcelas. Por exemplo:

5
Zi2:12+22+32+42+52

i=1

A expressao geral é

in:xl—l—xg—k---—i—xn (1.17)
i=1

Em termos mais gerais, temos as seguintes propriedades:
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n

Z@H—yz) = (m1+y)+(@+y)+ -+ (v +yn) =
=1
= T4zt Fz)F Wttty = (1.18)

kai = kxy+kry+ -+ kx, = (1.19)

= k(t14+xe+- 4z, =

i=1

D k=k+k+--+k=nk (1.20)
=1

ZZmiyj = ZJJZZyJ (1.21)

i=1 j=1

Note os indices nessa 1ltima expressao: o indice do primeiro somatorio é ¢ e do segundo
somatorio € j e cada termo no somatorio depende de apenas um indice. Por isso podemos “que-
brar” em 2 somatorios. Para ver por que essa expressao é verdadeira, note que esse somatoério
duplo pode ser desdobrado da seguinte forma:

n m

SO vy = b ) (b ) oo )
i=1 j=1

= (@m4+z+ -+ z)(Yi + -+ Ym)

n m
= = E $z§ Yj
i=1  j=1

E importante salientar algumas diferencas:

Zm? # (Z a:) (1.22)

uma vez que
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n

§ 2 2 2 2
$Z:$1+$2++£L’n

i=1

(ix) = (z1+ a2+ +1,)°

i=1

Temos também que
Z TiYi F# (Z $z> <Z yi) (1.23)
i=1 i=1 i=1

uma vez que

D @i =z + Ty + -+ Tl

=1

(Z%) <Zyz> =@ +r2+ -+ x) (Y2t yn)

i=1 1=

E importante que vocé entenda bem a diferenga entre as expressoes 1.21 e 1.23.
EXEMPLO 1.12

Calcule as seguintes quantidades para os dados abaixo:

6 6
Zwi Zfi Zfﬂi Zfzﬂcf
i—1 : i—1

i=1

i |1 2 3 4 5 6
fi13 5 9 10 2 1
z; |10 11 15 19 21 26

Solucao

D 2y =10+11+ 15+ 19 + 21 + 26 = 102
i=1
6
> fi=3+5+9+10+2+1=30
=1
6
> fiwi=3x1045x11+9 x 154+ 10 x 1942 x 21+ 1 x 26 = 478

i=1
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CAPITULO 1. PROBABILIDADE - CONCEITOS BASICOS

6
D fia? =3x10°+5 x 117+ 9 x 157 + 10 x 197 42 x 21° + 1 x 26> = 8098
=1

*»

1.5 Produtorios

Assim como para somatoérios, podemos representar de forma compacta o produto de varios
termos. Usaremos, agora, a letra grega maitscula pi, II. Temos, entao, que

n

Hﬂfi:leZL‘QX"'XIn (124)

=1

Todas as propriedades sao resultantes das propriedades da operacao de multiplicagao.

Ha:iyi = (z1y1) X (@2ya) X -+ X (Tpyy (1.25)
i=1

= (wlxxzx"'xmn)(ylXyzx"'Xyn)

- () i)
szxi = (k1) x (kzg) x -+ X (kx, = k" <H xl> (1.26)

[[r=kxkx - xk=k (1.27)
=1

n n k
fo = x’fxxéx-~-xm7’§:<nxi> (1.28)

1.6 Exercicios Resolvidos

1.1 Sejam A, B,C' trés eventos de um espaco amostral. Exprima os eventos abaizo usando as
operacgoes uniao, intersecao e complementacao:
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(a) somente A ocorre;
(b) A, B e C ocorrem;
(c) pelo menos um ocorre;

(d) exatamente dois ocorrem.
Solucgao:

(a) O evento “Somente A ocorre” significa que A ocorre e B nao ocorre e C' nao ocorre; em
linguagem de conjunto:
Somente A ocorre = ANBNC

(b) O evento “A, B e C' ocorrem” significa que os trés eventos ocorrem; em linguagem de
conjunto,
A, BeC ocorrem=ANBNC

(¢) O evento “pelo menos um ocorre” significa que pode ter ocorrido apenas um, ou dois ou
trés; essa ¢ a prépria definicao de uniao, ou seja, em linguagem de conjunto, temos que

pelo menos um ocorre = AU BUC

(d) Os dois que ocorrem podem ser A e B ou A e C ou B e C. Ocorrendo dois desses, o terceiro
nao pode ocorrer. Logo, em linguagem de conjunto temos que:

exatamente dois ocorrem = (A NBN 6) U (A NBN C) U (Z NBN C’)

1.2 Considere o lancamento de dois dados e defina os sequintes eventos:

A = soma par
B = soma >9
C = mdximo das faces € 6

Calcule ANB, AUB, A\ B, B\ A, BNC, B\ C.

Solucao:
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(1,1),(1, 1
AUB{ (4,2),(4,4), (4,

s ang{ 0

4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(6,2)
B \ A= {(3a6) ) (475) ) (574) ) (5a6) ) (673) ’ (675)}
BnC={(3,6),(4,6),(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
B \ C= {(4’ 5) ) (574) ) (575)}
Note que, de acordo com as propriedades ja vistas,
(BNC)Uu(B\C) = (BNC)u(BNC) =
(BNC)uBINn[(BNC)uC| =[BIn|[C

) N
= Bn[(CuB)n(CuC)]=Bn[(CuUB)
)

= BNn(CuB)=(BNC)u(BNB
= (BNC)UB=B

1.3 Prove que as sequintes afirmativas sao verdadeiras:

(a) ANBCA
(b) ANBCB
(c) ACAUB
(d) BCAUB

Solugao

(a) Seja x € AN B. Por definicao z € A e z € B. Dai segue que
reANB=xcA
Ou seja, todo elemento de A N B é elemento de A. Logo, AN B C A.
(b) Analogamente prova-se que AN B C B
(c) Sex € A, entao x € AU B pela defini¢ao de unido. Logo,
reA=r€AUB
ou seja, todo elemento de A é elemento de AU B. Logo, A C AU B.

(d) Analogamente prova-se que B C AU B

Departamento de Estatistica
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1.4 Prove que as sequintes afirmativas sao equivalentes:

A C B
ANB = A
AUuB = B

Solucao - Parte 1: AC B=ANB=A!

1. ACB=ANB=A
Pelo Exercicio 1.3 temos que AN B C A.

Seja x € A. Como, por hipétese, A C B, resulta também que x € B. Logo, r € A = z €
AN B. Isso significa que A C AN B.

ANBCA

AQAHB}::A:AQB

e isso completa a prova de que AC B=—= ANB=A

2. ANB=A=— ACB

Seja x € A. Como, por hipétese, AN B = A, resulta que x € AN B, o que implica que
x € B. Logo, todo elemento de A é também elemento de B, ou seja, A C B.

ACB=ANB=A

ANB=A— ACB }:”mB:AEAgB

Solucgao - Parte 2: ACB=AUB=2EB

1. ACB=AUB=B8B
Pelo Exercicio 1.3, temos que B C AU B

Seja r € AU B. Entao, pelo menos uma das seguintes afirmativas é verdadeira:

r € B
r € ANBCB=ux€eB (exercicio 1.3)
r € ACB=z¢€B (por hipdtese)

Resulta, entao, que se x € AU B, entao x € B, o que significa que AU B C B.

AUBCB

BQAUB}:jB:AUB

e isso completa a prova de que AC B=— AUB=EB

ILé-se o sfmbolo = como “é equivalente a”
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2. AUB=B=ACB

Seja x € A. Pelo Exercicio 1.3, resulta que x € AU B = B por hipétese. Logo, r € A =
x € B o que significa que A C B.

ACB=— AUB=B

AUB:B::AQB}:éAUB:BEAgB

3. Pela transitividade da equivaléncia, temos que

ANB=A=ACB

AUB=B=ACB }j[AﬂB:A]E[AgB]E[AUB:B]

1.5 Obtenha expressoes alternativas para

(AUB)N(CUD)
(AN B)U(CND)

Solugao
Aplicando as propriedades distributiva, comutativa e associativa, temos

(AUB)N(CUD) = [(AUB)NC|JU(AUB)N D]

= [CN(AUB)|]U[DN(AUB)]
(CNAUCNB)JU[(DNA)U(DNB)]

= (AnC)U(BNC)U(AND)uU(BND)

Pelo principio da dualidade, resulta

(ANB)U(CND)=(AUC)N(BUC)N(AuD)Nn(BUD)

1.6 Prove que o
(AUB)N(AuB)=A

Solucao
(AUB)N(AUB)=(ANAU(ANB)U(BNAYU(BNB)  (Exercicio 1.5)
=AU(ANB)U(BNAUDZ (Idempoténcia)
=[AU(ANB)]U(BNA) (Assomatlva)
=AU(BNA) (ANB) C
=A (BNAC A)
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1.7 Exercicios Propostos

1.7 Sejam A, B,C eventos em um espaco amostral 2. Prove que se A C B e B C C, entdo
ACC.

1.8 Sejam A, B,C eventos em um espaco amostral §2. Prove que

N L e
N
N
Sy
Sy
N
S

. ANB=geCCA=BNC=0
1.9 Considere os diagramas na Figura 1.11 .

1. No diagrama (1), assinale a drea correspondente a A\ B.
No diagrama (2), assinale a drea correspondente a AN B.

No diagrama (3), assinale a drea correspondente a (AU C) N B.

No diagrama (4), assinale a drea correspondente a (AU B)NC

(1)
A c
Q A
?_i B
3

)

(2

9]

4

Figura 1.11 — Diagramas de Venn para o Exercicio 1.9

1.10 Prove que:
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1. ACB= A®B=B\A
2. AB=A®B

1.11 Considere a Figura 1.12. Expresse, em notacdao de conjuntos, os eventos definidos por
cada uma das dreas numeradas.

A

Figura 1.12 — Diagrama de Venn para o Exercicio 1.11

1.12 Numa pesquisa com 60 pessoas, constatou-se que

25 leem O Globo 9 leem O Globo e O Dia
26 leem o JB 11 leem O Globo e o JB
26 leem O Dia 8 leem O Dia eo JB

3 leem o0s 3 jornais
(a) Represente as informagoes dadas em um diagrama de Venn, tendo o cuidado de definir os
eventos.
(b) Indique a qual evento corresponde cada uma das cardinalidades dadas.
(c) Ache o nimero de pessoas que leem pelo menos um jornal.
(d) Ache o nimero de pessoas que nao leem qualquer um desses 3 jornais.

(e) Ache o nimero de pessoas que leem exatamente um jornal.

1.13 Lancam-se trés moedas. Enumere o espa¢o amostral e os eventos A = “faces iguais”;
B = “cara na primeira moeda”; C = “coroa na sequnda e terceira moedas”.

1.14 Defina um espaco amostral para cada um dos sequintes experimentos aleatorios:

(a) Em uma pesquisa de mercado, conta-se o nimero de clientes do sexo masculino que entram
em um supermercado no hordrio de 8 as 12 horas.

Departamento de Estatistica 23



CAPITULO 1. PROBABILIDADE - CONCEITOS BASICOS

(b)

(c)

(d)

(¢)
(f)

(9)
(h)

(i)

Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche propria de uma grande empresa,
fez-se um levantamento, por funciondrio, do sexo dos filhos com menos de 5 anos de idade.
O numero maximo de filhos por funciondrio € 4 e a informacao relevante € o sexo dos filhos
de cada funciondrio.

Em um teste de controle de qualidade da produc¢ao, mede-se a dura¢ao de lampadas, deizando-
as acesas até que quermem.

Um fichdrio com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apds ficha até
o ultimo nome de mulher ser selecionado e anota-se o numero de fichas selecionadas.

Lanca-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-se o numero de lancamentos.

Em uma urna hd 5 bolas identificadas pelas letras {A, B, C, D, E} . Sorteiam-se duas bolas,
uma apos a outra com reposi¢ao, e anota-se a configuragao formada.

Mesmo enunciado anterior, mas as duas boas sao selecionados simultaneamente.

Uma caiza contém uma bola azul, uma verde e uma vermelha. Retira-se uma bola ao acaso da
urna. Depois de registrada sua cor, ela é substituida por uma bola vermelha. O experimento
termina quando uma bola vermelha € retirada..

Pacientes que chegam a um hospital sao classificados de acordo com o sexo e com o fato de
terem ou nao plano de satide. Considere o experimento aleatorio que consiste na classifica¢ao
de um paciente que chega ao pronto socorro.

1.15 Sejam A, B, C trés eventos de um espaco amostral. Exprima os eventos abaizo em notagdo
de conjunto utilizando as operagoes apropriadas:

(a)
(b)

exatamente um ocorre;

nenhum ocorre;

(c) pelo menos dois ocorrem;

(d)

no mdximo dois ocorrem.

1.16 Suponha que todo passageiro que chega ao balcio de embarque de uma companhia aérea
seja classificado como brasileiro (B) ou estrangeiro (E) e pelo nimero de malas despachadas
(suponha que cinco € o mdzximo).

(a)
(b)

Ache o espaco amostral 2 para esse experimento.
Descreva os sequintes eventos em palavras.

(i) A = {Bo, E0}
(ii) B = {E0, E1, E2, E3, E{, E5}
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(iii) C = {B1, E1, B2, E2}
(iv) D = {B1, E1, B3, E3, B5, E5}

1.17 Uma cafeteria oferece chd nas sequintes variag¢oes: quente ou frio; com ou sem creme; e

em tamanhos pequeno ou grande. Um experimento consiste em registrar essas trés opgoes para
o prozimo cliente.

(a) Represente o espago amostral desse experimento através de um diagrama de drvore, definindo
claramente os eventos.

(b) Considere os sequintes eventos.

Ay = O proxzimo cliente pede tamanho pequeno
Ay = O préximo cliente pede chd frio
Az = O prozimo cliente pede tamanho pequeno ou frio

Liste os resultados em cada um dos sequintes eventos:

(1) Ay U Az
(i) Ay N As
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Capitulo 2

Principio da Inducao Matematica

2.1 Conceitos basicos

Neste capitulo, estudaremos o principio da inducao matemaética, que é uma importante ferra-
menta para demonstragao da veracidade de sentengas abertas definidas no conjunto dos niimeros
naturais.

DEFINIQAO Sentenca aberta definida em N

Uma sentenca aberta definida em N é uma sentenca matemética P(n) que depende de
uma variavel natural n, podendo ser falsa ou verdadeira quando se substitui n por um
nimero natural qualquer.

Alguns exemplos de sentengas abertas em N sao:

e P(n):2n é um nimero impar ¥n € N — note que P(n) é sempre falsa.

e Por outro lado, P(n) : 2n é um ndimero par é verdadeira para Vn € N

- 1)(2n + 1
e P(n): Zi2 = n(n + )6( ntl) se calcularmos P(1), P(2), P(3) veremos que elas sao
i=1

verdadeiras.

A questao que se coloca é: como demonstrar que uma sentenca aberta é verdadeira para
todo n € N7 Precisamos da seguinte definigao.
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D) 1ML N6H Conjunto verdade

Dada uma sentenca aberta em N, seu conjunto verdade é um subconjunto V' definido
como

V ={n € N; P(n) é verdadeira}

Vamos enunciar, agora, o principio da inducao matemaética.

n Principio da indugao matematica
Dado um subconjunto S do conjunto dos niimeros naturais N tal que
1.1eSe

2. neS=—n+1esS

entdao S = N.

Dito de outra forma, o tinico subconjunto de N que satisfaz as condigoes (1) e (2) acima é
o préprio N. Aassim, para demonstrar, por inducao, que uma sentenca aberta P(n) é verdadeira
para todo n € N, basta mostrar que seu conjunto verdade V satisfaz a essas condicoes, o que
implicard que V' = N.

n Prova por indugao matematica
Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N. Se
1. P(1) é verdadeira e

2. para qualquer n € N, sempre que P(n) for verdadeira, P(n + 1) também o serd,

entdo P(n) é verdadeira para todo n € N.

Note que a hipdtese (1) é equivalente a dizer que 1 € V' e a hipdtese (2) é equivalente a
n €V =n+1€V. Pelo principio da inducao matematica, resulta que V = N.

E possivel generalizar o teorema anterior para casos em que determinada propriedade
seja valida apenas para inteiros maiores que determinado valor a. Por exemplo, a propriedade
2" > n? é vélida apenas para n > 5. (Verifique que ela nao é valida para n < 4.)
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n Prova por indugao matematica - Caso geral
Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N e seja a € N qualquer. Se
1. P(a) é verdadeira e

2. para qualquer n € N com n > a, sempre que P(n) for verdadeira, P(n + 1)
também o sera,

entdo P(n) é verdadeira para todo n > a.

Antes de passarmos aos exemplo, iremos apresentar uma segunda versao do teorema.

n Indugao completa

Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N e seja a € N qualquer. Se
1. P(a) é verdadeira e

2. para qualquer n > a, P(i) for verdadeira para a < i < n, P(n + 1) também o
sera,

entdo P(n) é verdadeira para todo n > a.

Note a diferenga, conforme ilustrado na Figura 2.1: na inducao completa, a veracidade de
P(n + 1) depende da veracidade da afirmativa para todos os naturais anteriores, e ndo apenas
do natural imediatamente anterior. Essa versao serd util em demonstracoes de propriedades
definidas recursivamente em que o n—ésimo termo depende de dois ou mais termos anteriores.
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ll%{

o]

a+1 n n+1

 — <
v

L ]
L ]
L ]

L ]
L ]
L ]
L ]
L ]
L ]

o]

a+1 n n+1

Figura 2.1 — Tlustragao dos teoremas sobre indugao matemética

2.2 Exemplos

2.2.1 Soma dos n primeiros niimeros naturais

Vamos denotar por S,, a soma dos n primeiros niimeros naturias, ou seja,

Sp=14+2++n

Seguindo o artificio usado por Gauss, note que podemos escrever .5, de duas formas equi-
valentes, ja que a adi¢ao é comutativa.

S, = 1 + 2 + + n
S, = n + n—1 + + 1
Somando termo a termo, obtemos
S, = 1 + 2 + + n
S, = n + n—-1 + - + 1
25, = (n+1) + (n+1) + + (n+1)
o que resulta em
_n(n+1)
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Embora esse seja um argumento bastante interessante, nao constitui uma prova formal de

que
n

 i= @ (2.1)

i=1
Vamos demonstrar essa igualdade por inducao, ou seja, vamos provar por inducao que a sentenca
n(n+1)

P(n): S, = 5

VneN

é verdadeira.

Passo 1: Vamos provar que P(1) é verdadeira.

1(1+1)

De fato: S;=1= 5

Passo 2: Supondo P(n) verdadeira, vamos provar que P(n + 1) também o é.

1
Hipétese de inducao (HI): S, = @
1 2
Tese: Spi1 = (n+1(n+2)
2
Dem:

Sppmi=14+24+--4+n+n=1)=S,+(n+1)
Usando a hipdtese de inducao, resulta
n(n+1)
2

o que completa demonstracao.

+(n+1):n(n+1)—2k2(n—|—1) _ (n—|—1)2(n+2)

Sn+1:Sn+(n+1):

2.2.2 Soma dos produtos de dois naturais consecutivos

Vamos provar que
n

ZZIZ(Z )= n(n + 1;(71 +2) (2.2)

Nossa sentenca é P(n) : i(i+1) = n

=1

(n+1)(n+2)
3

Vamos provar que ela é verdadeira Vn € N.

Passo 1: Vamos provar que P(1) é verdadeira.

De fato: iz(z—i— 1)=2= 11+ 1;(1 +2).

i=1
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Passo 2: Supondo P(n) verdadeira, vamos provar que P(n + 1) também o é.

n(n+1)(n +2)

HE: > i(i+1) =
i=1

n+1
. (n+1)(n+2)(n+3)
Tese: 1) =
ese ;z(z +1) 3
De fato:
n+1 n

D ili+1) = Y ili+ )+ (et 1)(n+2)
_ n(n+1§(n+2)+(n+1)(n+2)
n(n+ D +2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+1)(n+2)(n+3)

3

o que completa demonstracao.

2.2.3 Soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais

Vamos usar os resultados (2.1) e (2.2) para obter a expressao para Z i,
i=1

ZiQZn(n+1§(n+2 _Zié

=1 i=1

Shp_nln DD k)

iiQ _2n(n+1)(n+2) = 3n(n+1
=1

6

Z 2 n(n + 1)6(2n +1) (2.3)

i=1
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2.2.4 Soma dos n primeiros impares positivos

Vamos provar que

Nossa sentenca é

Vamos provar que ela é verdadeira Vn € N.

Passo 1: Vamos provar que P(1) é verdadeira.
1
De fato: > (21 —1)=1= 1%
i=1
Passo 2: Supondo P(n) verdadeira, vamos provar que P(n + 1) também o é.
HE: S(2i — 1) = n?

=1

n+1

Tese: > (2i —1) = (n+1)?
i=1

De fato:

nz:(%—l):zn:(2i—1)+(2n+1):n2+(2n+1):(n+1)2

=1 i=1

o que completa a prova.

2.2.5 Soma dos cubos de trés numeros naturais consecutivos

Vamos provar que a soma dos cubos de trés niimeros naturais consecutivos é sempre divisivel
por 9. Nossa sentenca, entao, é:

P,: P n+1)P+n+2°>=9k
Vamos provar que ela é verdadeira Vn € N.
Passo 1: Vamos provar que P(1) é verdadeira.
De fato: 1+ (1+1)>+(1+2)>=36=09-4.

Passo 2: Supondo P(n) verdadeira, vamos provar que P(n + 1) também o é.
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HEn?+ (n+ 1)+ (n+2)*=9-k
Tese: (n+ 1) +(n+2°2+(n+33>=9-F
De fato:

n+1)P+n+2°+n+3)°> = n+1)°+n+2°+n+3)°>+n*—n°
= [P+ (n+1)P+n+2)°]+(n+3)°-n°
= 9-k+(n+3)P°-n°
9-k+n’+9n*+27n + 27 — n?
= 9(k+n*+3n+3)
= 9K

0 que completa a prova.

2.3 Definicao por recorréncia

Define-se uma expressao E,,, por recorréncia, para todo numero natural n em duas etapas: (i)
define-se claramente E; e (ii) estabelece-se uma forma de se obter E, ; a partir de E,. Pelo
principio da inducao matemaética, resulta que, com esse procedimento, F, fica definida para
todo n € N.

Quando estudamos a soma dos n primeiros niimeros naturais, definimos:
Sp,=142+---+n

Podemos definir essa soma por recorréncia, o que nos libera do uso dos trés pontinhos - - -,
recurso intuitivo, mas pouco formal. Para isso, fazemos:

o Sl =1
° Sn:S(n,1)+n Vn > 2
Este exemplo ilustra um outro conceito importante, que sera bastante util. Note que, a

cada n € N, associamos um numero S,,, ou seja, definimos uma fungao cujo dominio é o conjunto
dos nimeros naturais. Essa é a definicao de sequéncia.
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I YINIGN6) Sequéncia

Uma sequéncia a em um conjunto A é uma fungao definida em N e tomando valores
em A, ou seja, é uma funcao

«h (2.4)

SN
—  a(n)

Nosso interesse aqui se reduzird ao caso em que A é um subconjunto de R. Sabemos que
uma funcao fica determinada quando se tem a imagem de todos os elementos de seu dominio.
Assim, uma sequéncia fica determinada quando se especifica a imagem de todos os naturais.
Vamos indicar uma sequéncia a por

a(l),a(2), -+ ,a(n),- - (2.5)

ou ainda por
a(n) 2 A1,A2, 0, Qp, (26)

EXEMPLO 2.1 Soma dos n primeiros termos de uma sequéncia

A soma dos n primeiros termos de uma sequéncia pode ser definida recursivamente como:

[} 51:a1

® Ont1 = Sn + Gny1

¢
EXEMPLO 2.2 Fuatorial
Podemos definir o fatorial recursivamente como:
o 1! =1
e (n+1)!=nl(n+1)
¢

EXEMPLO 2.3 Poténcias naturais de um numero real a
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Dado um ntumero real qualquer a, podemos definir a poténcia a”™ em que n € N recursivamente
como

Podemos provar, por inducao, as propriedades das poténcias. Sejam a e b niimeros reais
quaisquer e m,n € N.

e M- -q" = am—i—n
Dem: Vamos fixar m e fazer inducao sobre n.

— P(1):a™-a'=a"-a=am™"

— Suponhamos P(n) verdadeira, isto é, a™ - a™ = ™™ e vamos provar que P(n + 1)
também o é. De fato:

Pn+1):a™-a" =a™-a" - a=(am-a") -a=a""" a=a"""!

No primeiro sinal de igualdade, usamos o fato de P(1) ser verdadeira. Para resolver
o termo entre parénteses, usamos a hipotese de inducao e, finalmente, usamos a
definicao.

|

° (am>n = q™mn
Dem: Vamos fixar m e fazer inducao sobre n.

— P(1): (@™)! = a™ = a™! — aqui usamos a definigao

— Suponhamos P(n) verdadeira, isto é, (a™)" = a™" e vamos provar que P(n + 1)
também o é. De fato:

P(n + 1) . (am>n+1 — (am>n . (am) — g™ . g™ = amn+m — am(nJrl)

No primeiro sinal de igualdade, usamos a propriedade anterior e no segundo sinal
de igualde, usamos a hipdétese de inducao e, finalmente, usamos, mais uma vez, a
propriedade anterior.

o (a-b)"=a™-b"

Dem: Vamos fazer indugao sobre n.

— P(1):(a-b)'=a-b=a'-b' — aqui usamos a definigao
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— Suponhamos P(n) verdadeira, isto é, (a - b)" = a™ - b™ e vamos provar que P(n + 1)
também o é. De fato:

Pn+1):(a-b)""' =(a-b)"-(a-b)'=a"-by-a-b=(a"-a) (b"-b)=a"". p"t

No primeiro sinal de igualdade, usamos a propriedade anterior e no segundo sinal
de igualde, usamos a hipotese de indugao e, finalmente, usamos, mais uma vez, a

propriedade anterior, depois de reorganizar as parcelas.
|

EXEMPLO 2.4 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia F'(n) definida recursivamente como:

F1:F2 - 1
F, = Fy1+

Os primeiros valores de tal sequéncia sao 1,1,2,3,5,8,13,21,34,---.

Vamos estudar, agora, a soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci. Para
isso, vamos listar algumas dessas somas:

F1:1 51:1

F2:1 52251+F2:2
F3=2 Sy=S,+Fy=4
Fy=3 S;=5+F, =7
F5:5 S5:S4+F5:].2
Foe=8 Se=S5+F;=17

=13
Note o seguinte:
S2 + 1 - F4
Sg + 1 == F5
Sy+1=F;

Ss+1=F;
Vocé ird provar, no Exercicio 2.4, o seguinte resultado:

Y Fi=Fpa—1 (2.7)
=1
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Embora a sequéncia de Fibonacci seja formada apenas por numeros naturais, a forma
fechada para o termo geral da sequéncia envolve numeros irracionais. Vocé ird provar, no
Exercicio 2.5, o seguinte resultado:

i ) 28

EXEMPLO 2.5 Progressoes aritméticas

DEFINIQAO Progressao aritmética

Uma progressao aritmética (p.a.) de razao r é uma sequéncia de numeros a(n) tal que
cada termo a partir do segundo ¢é igual ao anterior somado de r. Mais precisamente,

e ¢ dado o primeiro termo aq;

e paran > 2,a, =ap_1+7T

Vamos desenvolver os primeiros termos de uma p.a. para ver se conseguimos estabelecer
uma férmula fechada para o termo geral da progressao.

a =

as = a1+r

a3 = as+r=(a1+71)+r=a +2r
ag = az+r=(a1+2r)+r=a;+3r

Com esses termos iniciais, podemos antecipar a forma fechada do termo geral de uma p.a.
de razao r:
ap=a;+(n—1)-r (2.9)

Vamos provar, por inducao, que essa formula esta correta.

e P(1) é verdadeira, pois a; =a; + (1 —1) - 7.

e Vamos supor P(n) verdadeira, ou seja, a, = a; + (n — 1) - r e vamos provar que P(n + 1)
também é verdadeira. De fato:

1 =ap+r=Ja+Mn—-1)-rl4+r=a,+n-r

€SSO Ccommpleta a prova.
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Considere os n primeiros termos de uma p.a. e tome a soma de dois termos equidistantes
de cada um dos extremos.

ay+a, = a1+ Qpy1-1
ag +ap1 = Q2+ Apy1-2
az +ap—2 = a3+ Api1-3
; + Ap—(i-1) = Qi T Qpy1—
Todas essas somas sao iguais:
i+t ani = [a+@—1)r]+[a+n+1—i—1) 7
= m+a+[i—-1)+Mn-0]r (2.10)
= a+fa+n—-1)-r =a +a, (2.11)

Vamos usar este resultado para determinar a soma dos n primeiros termos de uma p.a. de
razao r. Vamos denotar por S,, essa soma, ou seja,

S,=a,+ay+---+a, (2.12)
Note que podemos escrever:
Sn = a + as + 0+ p—1 + an
Sn — Qp + apn—1 + - + a2 + aq
28, = (a1+a,) + (a2+ap1) + -+ + (@p-1+a2) + (an+ar)

Usando o resultado (2.11), obtemos que

28, = n-(m +a,) =
n-(a; + ay,)

Sp = (2.13)

Como no caso da soma dos n primeiros nimeros naturais, esse artificio nao consiste em
uma prova formal. Vamos demonstrar, por inducao, que a soma dos n primeiros termos de uma
p-a. de razao r é dada por 2.13.

1-(ay + ay)

e P(1) é verdadeira, pois 51 = a; = 5

Departamento de Estatistica 38



CAPITULO 2. PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

e Vamos supor P(n) verdadeira e provar que P(n + 1) também o é.

n- (a1 + ap)
2
(n+1)-

HI: S, =

Tese: Sp11 =

(a1 + ani1)

SnJrl

Sn + Apy1 = M + Apny1
naiy + nay + 2an41  Nay 4+ nay + appr + g
2 N 2
na; +nay, +a; +n -7+ apy
2
(n+ 1)a; +na, +n-r+ anq
2
(n+1ay +n-(an+7)+ an1
2
(n+1)ay +n-api1+ ansa
2
(n+1ay + (n+ 1)ap
2
(n+1)(a1 + any1)
2

e isso completa a prova.

EXEMPLO 2.6 Progressoes geométricas

precisamente,

e ¢ dado o primeiro termo aq;

e paran > 2,a, = Gnp_1 - q

DEFINIQAO Progressao geométrica

Uma progressao geométrica (p.g.) de razdo ¢ é uma sequéncia de nimeros a(n) tal
que cada termo a partir do segundo ¢ igual ao anterior multiplicado por ¢q. Mais

Vamos desenvolver os primeiros termos de uma p.g. para ver se conseguimos estabelecer

uma férmula fechada para o termo geral da progressao.
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a1 = aq

az = a1-¢

as = aQ'q:(al'Q)'q:al'q2
_ _ 2 _ 3

as = a3'q—(a1-q)-q—a1-q

Com esses termos iniciais, podemos antecipar a forma fechada do termo geral de uma p.g.

de razao q:
an =ay - q" 1 (2.14)

Vamos provar, por indugao, que essa férmula estd correta.

e P(1) é verdadeira, pois a; = a; - ¢ 1.

e Vamos supor P(n) verdadeira, ou seja, a, = a;-¢" ' e vamos provar que P(n+1) também
¢é verdadeira. De fato:

e isso completa a prova.

Vamos, agora, determinar a soma dos n primeiros termos de uma p.g. de razao q. Vamos
denotar por §,, essa soma, ou seja,

n—2

Sp=a1+as+az+--+a,1+a, =a+qa; +¢ay + -+ q¢" a; +¢" ay (2.15)

Note que podemos escrever:

S = a + qay + ay + + q"ay + a
qSn = qa; + q*a + cay + o+ " a +  qa
Sp—q¢S, = a + (a1 —qu) + (Pa—d¢a) + - + ("la—¢"a) — "o
Logo,
an - Sn - qnal —a; =
q"a; — ay qa, — a
S, = = 2.16
=) p— (2.16)

Como no caso da soma dos n primeiros termos de uma p.a., esse artificio nao consiste em
uma prova formal. Vamos demonstrar, por inducao, que a soma dos n primeiros termos de uma
p-g. de razao q é dada por 2.16.
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qay — ax _ (q - 1)611
q—1 q—1

e P(1) é verdadeira, pois S = a; =

e Vamos supor P(n) verdadeira e provar que P(n + 1) também o é.

qan — a
SnJrl = Sn +ap1 = Tll + apyq
_ qan — aq + qQp4+1 — Ap41
qg—1

— (qan+1 - al) + (qan - an+1)
qg—1

— (qan-‘rl - al) + (qan - qan)
qg—1

(qan—H - al)

qg—1

o que prova que P(n + 1) é verdadeira.

2.4 Exercicios propostos

2.1 Prove, por inducdo, a validade das sequintes formulas:

i=1

(b) 2(22 — 1)2 _ n(2n — 1?2(2n +1)

=1

n

1 n
(c) 2 2n—1)@2n+1) 2n+1

=1

- 1 n

(d) z; (Bn-2)Bn+1) 3n+1

1=

2.2 Prove, por indugado, a validade das sequintes formulas:

(a) ii-?i_lzl—l—(n—l)ﬂ”

(b) 12 <1 i %)H = (nn— il
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(c) n!l >2" sen >4

2.3 Uma progressao aritmético-geométrica € uma sequéncia (a,,) tal que ay, q e r sao nimeros
reais dados com q # 1, e, para todo n € N, tem-se que

Ap+1 = Qayp + 1

Note que tal sequéncia € uma “mistura” de uma p.a. e uma p.g..

(a) A partir dos primeiros termos de tal sequéncia, deduza a forma fechada para o termo geral
a,. Prove, por inducdo, que essa formula € vdlida.

(b) Se S, é a soma dos n primeiros termos, prove que

q" —1 qt —1 n
S, =a +r +r 2.17
Yg—1 0 (q—1?2 7 1-—¢ (2.17)

2.4 Prove o resultado (2.7) referente a soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci.

2.5 Prove o resultado (2.8) referente ao termo geral da sequéncia de Fibonacci.

345 _ (11\/5)2

Dica:

2 2
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Capitulo 3

Analise combinatoria

Neste capitulo iremos trabalhar com espagos amostrais finitos. Veremos, entao, diversas técnicas
de contagem do numero de elementos de eventos desses espacos amostrais. Dado um evento
qualquer A, representaremos por n(A) o nimero de elementos de A.

3.1 Principio Fundamental da Adicao

Sejam A e B eventos aleatorios de um espago amostral €2 finito.
Se A e B sao mutuamente exclusivos, entao

ANB =2 = n(AUB) =n(A) +n(B) (3.1)

A definicao de eventos mutuamente exclusivos se generaliza para mais de dois eventos.
Neste caso, devemos analisar a intersecao de dois eventos de cada vez. Mais precisamente,
dada uma colecao de eventos Aj,As,---,A; de um espaco amostral €2, dizemos que eles sao
mutuamente exclusivos dois a dois se A; N A; = @ Vi # j. Veja a Figura 3.1.

Figura 3.1 — Evenos mutuamente exclusivos dois a dois

Neste caso, a cardinalidade da uniao é dada pelo principio fundamental da adicao.
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n Principio Fundamental da Adicao

Consideremos uma cole¢ao de eventos mutuamente exclusivos dois a dois, tais que
n(A;) =n;, i =1,--- k. O principio fundamental da adi¢ao estabelece que

k k
=1

i=1

A seguir apresentamos alguns resultados, que sao consequéncias diretas do principio fun-
damental da adicao.

Como AUA=Qe AN A = @, resulta que

n(Q) = n(A) + n(A) = n(A) = n(Q) — n(4) (3.3)

Pelo resultado (1.6), A= (A\B)U(ANB)e (A\ B)N (AN B) = &, resulta, entdo, que
n(A) =n(A\ B)+n(ANB) = n(A\ B) =n(A) —n(AN B) (3.4)

Analogamente,
n(B\ A) =n(B) —n(ANB) (3.5)

Consideremos o caso geral em que A e B sao eventos aleatorios quaisquer. Podemos
escrever

AUB=AU(B\ A)

Como A e B\ A sao disjuntos, resulta que

n(AUB) = n(A) +n(B\ A)

Usando o resultado (3.5), resulta que

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANB) (3.6)
EXEMPLO 3.1 Cardinalidade da uniao de 3 eventos finitos

Obtenha uma expressao para n(A U B U C'), onde A, B,C' sao eventos aleatérios com niimero
finito de elementos.
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Solugao

n(AUBUC) = n[(AUB)UC]|

U
= n(AUB)+n(C)—n[(AUB)NC)]

= n(A)+n(B)—n(ANB)+n(C)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANCNBNC) =

[
(A
= n(A) +n(B) —n(ANB) +n(C) —n[(ANC)U(BNC)]
(
(

n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANCNBNC)

*»

3.2 Principio Fundamental da Multiplicacao

Para ilustrar o segundo principio fundamental da contagem, considere o experimento aleatério
que consiste no sorteio aleatério de um homem e uma mulher de um grupo de pessoas formado
por trés homens (hi, ho, hs) e cinco mulheres (mq,mg, ms, my,ms). Qual é a cardinalidade
do espago amostral deste experimento, ou seja, quantos casais podem ser formados com essas
pessoas?

O espago amostral é

himy, hyma, hymg, hima, hyms,
Q= homy, hama, homs, homy, hams,
hsmi, hsma, hams, hama, hams,

Mas se estamos interessados apenas no numero de elementos de €2, devemos notar que ha cinco
casais nos quais o homem é hq, cinco nos quais o homem é hy e outros cinco nos quais o homem
é hs, perfazendo um total de 3 x 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o principio fundamental
da multiplicacao.

n Principio Fundamental da Multiplicacao

Se temos k decisoes di, ds, ..., d; que podem ser tomadas de nq, no,...,n; maneiras
respectivamente, entao o nimero de maneiras de tomar as decisoes d; e ds e - -+ e dj, €
N1y X Ng X+ X Ng.

Note que o principio da multiplicagao permite obter o nimero de elementos do espago
amostral formado pelos casais sem ter que fazer essa enumeragao enfadonha! Imagine se fossem
100 homens e 200 mulheres!
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EXEMPLO 3.2 Numeros naturais de trés algarismos distintos

Quantos niimeros naturais de trés algarismos distintos existem?
Solucao

Para o primeiro algarismo (milhar), existem nove possibilidades, ja que o zero ndo pode
ocupar a primeira posi¢ao. Para a segunda posicao, escolhida a primeira, sobram nove algarismos
(agora ja podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois primeiros, sobram oito
algarismos. Logo, existem 9 x 9 x 8 = 648 ntimeros. (J& pensou o trabalho que seria listar todos

eles?)
*"

EXEMPLO 3.3 Portas de um prédio

Um prédio possui oito portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se nao
quero usar na saida a mesma porta que usei na entrada?

Solucao

Para a entrada, posso escolher qualquer uma das oito portas. Escolhida a porta de entrada,
sobram sete portas para a saida. Logo, existem 8 x 7 = 56 maneiras de entrar e sair por portas
diferentes.

*

EXEMPLO 3.4 Numeros pares de trés algarismos distintos

Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,
2,3,4,5,67

Solugao

Para que o nimero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Seja, entao, P o evento
de interesse Vamos denotar por A, o evento “nimero par que termina com 2” e de maneira
andloga, definimos os eventos Ay e Ag. Resulta que Ay, Ay e Ag s@o mutuamente exclusivos dois
a dois e P = Ay U A, U Ag. Pelo principio da adigao, resulta que n(P) = n(As) +n(As) +n(Asq).

Para calcular n(A;), note que o ultimo algarismo é 2 e sobram duas posigoes para serem
preenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posi¢ao, temos
cinco possibilidades; escolhida a primeira posi¢ao, sobram quatro para a segunda posicao. Pelo
principio fundamental da multiplicacao existem 5 x 4 = 20 nimeros pares com trés algarismos
distintos terminando com 2, ou seja, n(Ay) = 20. Analogamente, n(A4) = 20 e n(Ag) = 20, o
que implica que n(P) = 20 4+ 20 = 20 = 60. o
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3.3 Permutacoes

Consideremos quatro objetos distintos aq, as, as, a,, De quantas maneiras podemos ordend-los?
Vamos listar todas as possibilidades.

ajaoa3zays Q1G20403 Q1030204 QA1030409
1040203 G1040302 02010304 A2010403
030104 Q20304071 Q204103 Q20403071
a3a1G204 A30A10402 Q3020104 Q3020407
3040102 A304G201 A4010203 (4010302
asaoa1a3 aqa2a3a1 aqa3a1a2 a4a302071

Cada uma dessas ordenagoes é chamada uma permutacdo simples. Podemos ver que o
numero de tais permutacoes é bem grande. Note que, para apenas quatro objetos, temos 24
permutagoes. O calculo do nimero de permutagoes é uma consequéncia direta do principio da
multiplicagao.

Consideremos, entao, n objetos distintos aq,as, ..., a, Para a primeira posicao, temos n
possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n — 1 objetos. Para a terceira,
escolhidas a primeira e a segunda posicoes, sobram n — 2 objetos. Continuando, para a ultima
posicao, escolhidas as n — 1 anteriores, sobra apenas 1 objeto.

Pelo principio da multiplicagao, o nimero total de permutagoes, que denotaremos por P,
énx(n—1)x(n—2)x---x1, e esse numero, por definigao, é o fatorial de n. Temos, assim,
o seguinte resultado.

n Permutacoes simples

Dados n objetos distintos, o nimero de permutagoes simples de tais objetos é dado
por

Po=nxn—-1)xn—-2)x---x2x1=n! (3.7)

EXEMPLO 3.5 Filas

Quantas filas diferentes podemos formar com cinco criancas?
Solucao

Essa é exatamente a definicao de permutagao. Logo, o nimero de filas é 5! =5 x 4 x 3 X
2 x 1 =120.
*"
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EXEMPLO 3.6 Livros numa estante

Temos cinco livros de Estatistica, trés livros de Matematica Financeira e quatro livros de
Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira? Qual
seria a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?

Solucao

Ao todo, ha 12 livros; logo, se nao é necessario agrupar por assunto, existem 12! =
479.001.600 maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto tém que ficar juntos, devemos observar que, primeiro, temos
que contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como sao trés assuntos, ha 3! = 6
maneiras de organizar os assuntos. Para os livros de Estatistica, ha 5! = 120 maneiras de
organiza-los; para os livros de Matematica Financeira, 3! = 6 maneiras, e para os livros de
Contabilidade, 4! = 24 maneiras.

Pelo principio fundamental da multiplicagao, o nimero total de maneiras de organizar os

12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6 x 6 x 120 x 24 = 103.680

maneiras. Note que é razoavel que esse nimero seja menor, pois estamos impondo condicoes
restritivas na organizacao.

*»"

EXEMPLO 3.7 Assentos num banco

Cinco mogas e cinco rapazes tém que se sentar em cinco bancos de dois lugares, de modo
que em cada banco fique uma moca e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Solucgao

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares.
Logo, ela tem 10 possibilidades. Ja a segunda menina sé tem 8 possibilidades, porque ela nao
pode sentar junto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades, a
quarta tem 4 e a quinta tem 2 possibilidades.

Definidas as posi¢oes das meninas, temos cinco rapazes para sentar em cinco lugares, o que
pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o nimero total de possibilidades, pelo principio fundamental
da multiplicacao, é 10 x 8 x 6 x 4 x 2 x 5! = 3.840 x 120 = 460.800. .

EXEMPLO 3.8 Anagramas' de TEORIA

Considere a palavra TEORIA.

! Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposicio das letras de outra palavra ou frase.
“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o anagrama de América” (Jodo Ribeiro, Curiosidades verbais,
p. 76).
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1. Quantos anagramas podemos formar?
2. Quantos anagramas comecam com a letra T?
3. Quantos anagramas comecam com a letra T e terminam com A?

4. Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

Solugao

Note que o conceito de anagrama ¢ o mesmo de permutagcao.

1 Como ha seis letras diferentes, o niimero de anagramas é 6! =6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720.

2 Fixada a letra T na primeira posicao, as outras cinco podem ser organizadas de 5! = 120
maneiras diferentes.

3 Fixadas a primeira e a ultima letras, as outras quatro podem ser organizadas de 4! = 24
maneiras.

4 Temos quatro vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntar
esse bloco com as duas consoantes, ha 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o nimero total é
24 x 6 = 144. *

3.4 Arranjos

Na definicao de permutacao, consideramos ordenacoes de todos os objetos. Mas é possivel que
queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde £ < n. Nesse caso, temos a definicao de arranjo
simples.

Suponhamos, por exemplo, que quatro pessoas serao sorteadas dentre dez. Quantas filas
podemos formar com as quatro pessoas sorteadas?

Como no caso das permutacoes, para a primeira posicao da fila temos disponiveis as 10
pessoas. Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta e ultima posicao,
temos 7. Logo, o nimero total de filas com as quatro pessoas sorteadas é 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040.

Note que, para a quarta posicao, ja escolhemos as trés anteriores; assim, sobram apenas
(10 — 3) = [10 — (4 — 1)]. Uma outra observagao interessante é a seguinte:

(I0x9x8xT)x(6xHx4x3x2x1)
(6x5x4x3x2x1)
(10 x9x8xT7) x 6!

6!
10 10!

6! (10 —4)!

I0x9x8x7 =
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Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o nimero de arranjos de k£ dentre n objetos
distintos, devemos notar que, para a primeira posicao, existem n possibilidades. Para a segunda,
n—1 possibilidades. Para a k-ésima e ultima posicao, ja foram escolhidos £—1 objetos; portanto,
sobram n — (k — 1), ou seja, para a k-ésima posigao, hd n — (k — 1) = n — k + 1 possibilidades.

Logo, o nimero total de arranjos de k elementos, tomados dentre n objetos distinos é
nx(n—1)x--+x (n—k+1). Vamos denotar por A* esse nimero.

A =nx(n—1)x---x(n—k+1)

Vamos usar o mesmo artificio para simplificar essa formula.

AP = px(n—1)x---x[n—(k—1)]

- nx(n—l)x-~~><[n—(k;—1)]X—Ez:gi:

Conxn—-1)x--xn—k+1)x(n—k)x(n—-—k—-1)x---x2x1

a (n—k)! -
n!

T (n—k)

n Arranjos simples

Dados n objetos distintos, o ntimero de arranjos simples de k£ objetos dentre n,
denotado por A, ¢

(3.8)

E importante notar que, sendo a definicao de arranjo uma generalizacao de permutacao
(note que uma permutagao ¢ um arranjo em que k = n), a ordem dos elementos ¢ relevante, ou
seja, ajasas é diferente de aszaqas.

EXEMPLO 3.9 Campeonato de futebol

Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem para
os trés primeiros lugares?

Solucao

A resposta é A3, pois a ordem faz diferenga nesse caso. Note que

5 200 2019 x 18 x 17!
2079 17!

=20 x 19 x 18 = 6.840
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*»
EXEMPLO 3.10 Comissoes
De um grupo de 15 pessoas deve ser extraida uma comissao formada por um presidente,
um vice-presidente e um secretario. Quantas comissoes é possivel formar?
Solugao

A ordem aqui importa, ja que os cargos nao sao equivalentes. Assim, a solugao é

15!
A§5=ﬁ=12x11x10=1320

*"
EXEMPLO 3.11 Segredo de cofre

O segredo de um cofre é formado por uma sequéncia de trés digitos escolhidos entre 0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trés algarismos
distintos. Qual o nimero maximo de tentativas que ela tera de fazer para abrir o cofre?

Solucao

Nos segredos de cofre, a ordem importa. Como os algarismos sao distintos, a resposta é

A3, =10 x 9 x 8 =720
*»"

3.5 Combinacoes Simples

Vamos considerar agora, a situacao andloga a um arranjo, mas onde a ordem nao importa, ou
seja, ajasaz ¢ igual a azajas.

A titulo de ilustragao, consideremos a situacao na qual temos cinco objetos distintos dos
|

quais vamos selecionar trés. Como visto, o nimero de arranjos é 5 = 60. Vamos lista-los.

Objetos envolvidos
(1,2,3) | (1,2,4) | (1,2,5) | (1,3,4) | (1,3,5) | (1,4,5) | (2,3,4) | (2,3,5) | (2,4,5) | (3,4,5)

2,858, | 88,8, | 88,85 | A;838, | A;8385 | 4,8,85 | 8,858, | 28,8385 | Ay8,85 | 838,85

a,a,8, | a,8,a, | 48,8, | 3,8,a, | a4,8;3, | 3,8,8, | A8, | 8,a:8, | A,85a, | A,A,8,
a,2,8, | a,8,a, | A,8,8; | A;a,a, | A4, | 8,8,8; | A;8,8, | ;2,85 | 4,88, | A,A,8
a’? a’3 a’l a'2 a’4 a’1 a’2 a’S a’l a3 a4 a’1 a’3 a’5 a'l a4 a’5 a’l a’S a’4 a2 a’3 a’S a’2 a’4 a5 a2 a’4 a'5 a’S
a,a,a, | a,a,a, | a;a,a, | a,a,a, | a4,8,a, | 854,38, | a,8,a, | 52,8, | A;8,a, | A;a,8,

a,a,a, | 8,a,a, | a;8,a, | a,a,8, | a;a,a, | a;a,a, | 8,8,a, | A;8,d, | A;2,8, | A5a,a,
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Esta listagem estd organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidos sao os
mesmos. Note o seguinte: como a ordem nao importa, os elementos de cada coluna sao iguais,
ou seja, so precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutacoes dos trés objetos
envolvidos. Logo, o numero de elementos em cada coluna neste exemplo é 3! = 6. Como s6
precisamos de um de cada 3!, o nimero total é

60 5!
3 213

[lustramos com esse exemplo o conceito e o calculo do nimero de combinagoes simples de
n elementos distintos tomados k a k. Dado um conjunto de n elementos distintos, a combinacao
dos n elementos tomados k a k nos dd o nimero de subconjuntos com k elementos (note que,
em um conjunto, a ordem dos elementos nao importa).

n Combinacoes simples

Dados n objetos distintos, o nimero de combinagoes simples de k elementos tomados

dentre os n é n |
ck=Cn_ 0 _ (" 3.9
" k! (n — k)k! (kz) (3.9)

) ¢ chamado numero ou coeficiente binomial, ou ainda, niimero combi-

O numero ("
natorio.

k

Note a diferenca: no conceito de arranjo, estamos lidando com sequéncias de k elementos,
enquanto no conceito de combinacao, estamos lidando com subconjuntos. Nas sequéncias, a
ordem dos elementos ¢ relevante, mas nao nos subconjuntos.

EXEMPLO 3.12 Comissao

De um grupo de oito homens e cinco mulheres devem ser escolhidos trés homens e trés
mulheres para formar uma comissao. Quantas comissoes podem ser formadas se Joao e Maria,
que pertencem ao grupo original, nao aceitam participar em conjunto da comissao?

Solucao

5

8
O numero total de comissoes é (3) X (3

) = 560,. O nimero de comissoes em que Maria

e Joao estao juntos é dado por

7 4 7! 4! Tx6 4x3
2 2 215! 212! 2 2

Logo, o nimero de comissoes em que Joao e Maria nao estao juntos é 560 — 126 = 434.
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*»

EXEMPLO 3.13 Cartas de um baralho

Considere o experimento aleatério que consiste na extracao aleatéria de trés cartas vao ser
retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Calcule o niimero de elementos de cada um dos
seguintes eventos:

1. £ = “todas as trés do naipe de espadas”;
2. M =*“todas as trés cartas do mesmo naipe”;

3. D =“todas as trés cartas de naipes diferentes”.

Solucao

1. Existem 13 cartas de espadas. Logo,

13 131 13 x 12 x 11
) XX 986

E pu— p— p—
n(E) (3 3110! 3% 2

2. O mesmo calculo feito no item anterior vale para os 4 naipes. Sejam FE, C, P, O os eventos
“trés cartas de espadas”, “trés cartas de copas”, “tres cartas de paus” e “trés cartas de ouro”,
respectivamente. Entao, M = EUC U P U O e como sao eventos mutuamente exclusivos,
resulta que

n(M) = n(E) + n(C) + n(P) + n(O) = 286 x 4 = 1144

3. Para a primeira carta, temos 52 possibilidades — qualquer carta serve. Para a segunda carta,
temos que excluir as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira, temos que
excluir as cartas dos dois naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo principio da multiplicagao,
resulta que 52 x 39 x 26, e

n(D) = 52 x 39 x 26 = 52.728

Note que o evento D nao é o complementar de M, pois, por exemplo, a sequéncia CCE
pertence ao complementar de M, mas nao pertence ao evento D. *

EXEMPLO 3.14 Mega-sena

Departamento de Estatistica 53



CAPITULO 3. ANALISE COMBINATORIA

No jogo da Mega-Sena da Caixa Economica Federal, o apostador deve escolher no minimo
seis e no maximo 15 nimeros diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na escolha de 6
nimeros e os precos das apostas se baseiam no nimero de jogos simples em cada cartao. Qual
é o numero total de jogos simples distintos? Num cartdao com 15 nimeros marcados, quantos
sao os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preco de um cartao com 15
nimeros marcados?

Solucao
Note que, na Mega-Sena, a ordem nao importa; logo, o niimero total de jogos simples é
60y 60!
6) 654!
60 x 59 x 58 x 57 x 56 x Hh x 54!

6 xXxHx4x3x2x1x 54!
= 50.063.860

I ignifi h t 6 ————— = 19974.
sso significa que a sua chance de acertar a sena é £0.063.360 0,00000001997

Num cartao com 15 nimeros marcados, o numero de jogos simples é

= 5005

15 _15><14><13><12><11><10><9!
6/ 6xXxHx4x3x2x1x9!

e, assim, o preco desse cartao é 1,50 x 5005 = 7507, 5.
*»"

EXEMPLO 3.15 Time de futebol

Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios-de-campo e 4
atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios-
de-campo, e 2 atacantes?

- () () -om

EXEMPLO 3.16 Torneios

*»"

Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, sao jogadas 780 par-
tidas. Quantos sao os participantes?

Solucao
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Cada jogador tem n — 1 oponentes. Logo, existem n x (n — 1) maneiras de selecionar dois

participantes. Como a ordem dos dois selecionados nao importa, o nimero total de partidas é
nx(n—1)

. L
B 0go,
-1 1++/146240 1+£79
nX =) g0 sn? o n 1560 =0 = n— 0220
2 2 2
As raizes de tal equacao sao n = 40 e n = —39. Como n tem que ser positivo, a solugao é

n = 40 partidas.
*»"

3.6 Triangulo de Pascal e Bindomio de Newton

O triangulo de Pascal é um quadro em formato de um triangulo (que consideraremos retangulo
para facilitar a exibi¢ao), formado pelos nimeros binomiais dispostos da seguinte forma: na
hipotenusa, todos os elementos sao iguais a 1, bem como no cateto vertical:

Linha

S UL W N+~ O
el e e
—_

Cada elemento no interior do triangulo é obtido como a soma do elemento imediatamente
acima e do primeiro elemento acima a esquerda; o processo recursivo de construcao se faz linha
a linha, iniciando-se na segunda linha,conforme ilustrado a seguir:

Linha

0 1

1 1 1

2 11211

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1
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Linha Linha

0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

2 1 211 2 112 1

3 113 1 3 1 3131

4 1 1 4 1 1

5 1 1 5 1 1

6 1 1 6 1 1
Linha Linha Linha
0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
3 1 313 1 3 113 3|1 3 1 3]3 1
4 114 1 4 1 416 1 4 1 4 614
5 1 1 5 1 1 5 1
6 1 1 6 1 1 6 1

Continuando com esse procedimento, obtém-se o triangulo de Pascal a seguir (note que

esse triangulo tem infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Os numeros que aparecem em cada linha do triangulo nada mais sao que os nimeros
binomiais. Numerando as linhas e colunas do triangulo a partir de zero, o elemento da linha n

e coluna k é (Z) Entao, em cada linha n, os elementos vao desde (g) até (

n
n

)
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15 20 15 6 1

01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
01 ()
1111 () ()
211 2 1 RO
3113 3 1 () G) G G
414 6 4 1 (o) () () () ()
501 5 10 10 5 1 () () G G () ()
? I 6 (0) (1) (2) (3) ()

Existem varios resultados sobre os niimeros combinatorios e varias propriedades associadas
as linhas e colunas do triangulo de Pascal. A propriedade utilizada na construcao do triangulo
é a propriedade ja vista dos nimeros binomais, chamada Relagao de Stifel.

n Relacao de Stifel

A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao elemento situado
abaixo da tultima parcela, ou seja

(Z) N (kil) B (Zi 1) (3.10)

Demonstragao:

(Z) * (kil) M (nn!— DIRECES (Z!— K1)

n! n!
T MR m—Fk—D Gkt D)Mn—k—1!
Mk +)+nl(n—k  nl(k+1+n—Fk)

(k+DE][(n—K)(n—k-11] (k+1)(n—k)!
nl(n+1) (n+1)! _ (n—irl)

Gk+DIn—k! (k+1)n—k! \k+1

Considere a n-ésima linha do triangulo de Pascal e seja k£ < n. Entao, (") é o elemento

k
que estd na linha n avangado de k colunas em relacao ao inicio da linha; ja (nfk) é o elemento
que estd na linha n atrasado de k colunas em relacao ao final da linha. Ntimeros combinatorios

como (") e ( " ) sao chamados combinacgoes complementares.
k n—k

Departamento de Estatistica 57



CAPITULO 3. ANALISE COMBINATORIA

n Relacao das Combinagoes Complementares

Em uma mesma linha do triangulo de Pascal, elementos equidistantes dos extremos

(Z) B (nﬁk) (Z) B (nﬁk) (3.11)

sao iguais, ou seja:

Demonstracao:

(n . k) T (n—k) [nn!— (n—k) & (nn!— k)l (Z)

n Teorema das Linhas

A soma dos elementos da n-ésima linha é igual a 2", ou seja:

(g)+(gb)+(Z>+"'+<nﬁl>+<Z)=2” (3.12)

Em termos de somatério:

Demonstragao:

Como visto, o nimero combinatério ( k) da o nimero de subconjuntos de tamanho £ de

um conjunto de tamanho n. Assim, na expressao (3.12), cada nimero combinatério da o nimero
de subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles d4 o nimero total de subconjuntos
de um conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usar
o seguinte artificio: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertence ao
subconjunto, ou com um —, para indicar que nao pertence ao subconjunto. O nimero total de
formas de fazer isso é 2 x 2 x 2 x --- x 2 = 2" e isso prova que o numero total de subconjuntos
de um conjunto de tamanho n é 2" e isso completa a prova.
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n Teorema das colunas

A soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Pascal, comecando da primeira
linha, ¢ igual ao elemento que estd avangado uma linha e uam coluna em relagao ao

ultimo elemento da soma, ou seja:
k N kE+1 o k+n\ (k+n+1
k k k) \ k+1

Em termos de somatério:

Demonstracao:

Vamos aplicar a relagao de Stifel aos elementos da coluna k + 1, a partir da primeira linha

desta coluna:
k+1 B k
E+1)  \k

k+n+1\  (k+n n k+n
k+1 B k k+1
Somando essas igualdades termo a termo, podemos ver que hé parcelas iguais em lados opos-

tos, que podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com excecao do ltimo,
cancelam com termos do lado direito e o que sobra é:

(1) QT )
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~ (k+j\ _[(k+n+1
—\ k) \ k+1

Jj=0

ou seja

0 que completa a prova.

n Binomio de Newton

Dados quaisquer ntimeros reais x e a e um inteiro qualquer n, entao

(z+a)" = zn: (Z) ak gk (3.13)

k=0

Demonstragao:

Vamos provar este resultado usando o método da inducao.

e O resultado é valido para n = 1. De fato:

(z+a) = z+a

S0 - (e

e Suponhamos que o resultado seja valido para n qualquer e vamos provar que é valido para
n + 1. Mais precisamente, temos as seguintes hipotese de indugao e tese:

Demonstracao:

Usando propriedades de poténcia e a hipétese de inducao, podemos escrever:
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(x + a)"+1 = (z+a)(z+a)

= (v +a) i (Z) atxmF

k=0

B QB e

k=0

Vamos separar o primeiro termo (k = 0) do primeiro somatério e o dltimo termo (k = n)
do segundo somatorio:

B n n—1
n+l n 0_n—0+1 n k_n—k+1 k+1 n—k n n+l_n—-n
(z+a) = (O>aa: +;(k)aas ZO( ) ~|—<n)a x

B n n—1
= (g) a4 Z (Z) aFpn—k+1 Z( ) ktlpn—k o (Z) a”H:l:O]
L k=1 =0

Note que ambos os somatérios tém n parcelas cada um. Vamos fazer uma mudanca de
variavel no segundo somatorio, de modo que a poténcia de a passe a ser j em vez de k+ 1.
Mais precisamente, vamos definir

k=7—-1
k+l=j=4¢ k=0=7=1
k=n—1=j=n

( + a)n+1 _ (g) P Z (Z) aFan—htt| 4 Z (j ﬁ 1) @I 4 (Z) a0
_ (3) RS @ | 4[5 (k " 1) . @ ]

L k=1

Aqui, apenas trocamos o indice j por k. Note que as poténcias de a e x sao as mesmas
em ambos 0s somatoérios. Logo, podemos colocar em evidéncia num tnico somatério:

(z+a)"" = (g) a’r" 4 {ki; [(Z) - <k i 1>] a’“:c”’““} - (Z) a"

Note, agora, os nimeros combinatorios que aparecem entre colchetes: estamos somando 2
niumeros combinatérios consecutivos da linha n. Pela relagao de Stifel, sabemos que
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(Z)+(ki1) - (n;_1)

Sabemos, também, que

nit (P o (P bk (P o
(x + a) —(O)a:v —I—Z L jee +n+1a x

k=1
n+1
- n+1\ ok
= 2 (" )k
k=0

0 que completa a prova.

3.6.1 Aplicacoes

1. Note que, fazendo x = 1 e a = 1 na equagao (3.13), obtemos que

k=0
o que nos da uma outra prova do teorema das linhas.

2. Note que, fazendo x = 1 e a = —1 na equacao (3.13), obtemos que

S ()

k=0

,;0 (7/:?) (r ’ k:) - (m: n) (3.14)

Essa férmula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m, n,r desde que

3. Formula de Euler:

. n
adotemos a convenc¢ao de que ( ) = (0 para r > n.
r
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Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatorios, suponha um conjunto
com n + m elementos, de modo que m desses elementos estao em uma categoria I e os n
elementos restantes estao em outra categoria II.

Vamos expandir o termo do lado esquerdo:

V0G0 )G+ 06 = ()

O termo do lado direito da expressao nos da o nimero de subconjuntos deste conjunto com
r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos da o niimero de subconjuntos
com nenhum elemento da categoria I e r elementos da categoria II; o segundo termo nos da
o numero de subconjuntos com exatamente um elemento da categoria I e r — 1 elementos
da categoria II; o terceiro termo nos da o nimero de subconjuntos com exatamente dois
elementos da categoria I e r—2 elementos da categoria I e, sucessivamente, o tltimo termo
nos da o nimero de subconjuntos com exatamente r elementos da categoria I e nenhum
elemento da categoria II. Somando esses termos, obtemos o niimero total de subconjuntos

, (m+n
com r elementos, que é .
T

. Fazendo m = r = n na equagao (3.14), obtemos que
i n n _(2n
kJ\n—k) \n
k=0
- L n n ,
Mas pela relagao das combinacoes complementares ( k;) = ( ), 0 que nos da:

n—k
> (1) - ()
k)  \n
k=0
k (Z) = pon!
k=1

nlk(D:kikk'n— Zk .n—k)!

k=

. Vamos mostrar que

De fato:

Como k # 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

=~ (n\ < n! RN n(n —1)!
;k<k) B kz_:(k—l)!(n—k)!_kz:;(k;—l)!(n—k)!

n—l
N ”Z — k).
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Fazendo a mudanca de variavel k—1 = j, podemos escrever (note os indices do somatério!):
- (n—1)! — (n—1) ~(n—1
k = = — = = pont
,; (k) nz (n—j—1)! njzj(n—l—J Z::( ) !

usando o resultado (3.12).

6. Vamos mostrar que

k; k(k — 1) (Z) = n(n —1)2"2

De fato: fazendo k — 1 = j, podemos escrever

. n —, . { n — n!
,;’“(’“‘”(k) - ;(”1)‘7(j+1):;““)%H)(n—y—l)
n—1 n! nfl. nl
- jzl(‘H )](J+1)J"(n—3—1)!:;jj(]—l) \(n—j—1)!

Fazendo j — 1 =1

“ n n! n!
;k%_l)(k) - (j—l)!(n—j—l)!:X;i!(n—i—Q)!

Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.

7. Se n é par, entao

V(M (" ) = () () () (T
1 3 n—1) \0 2 4 n
De fato: o desenvolvimento do binomio de Newton nos da que
no _ (™ o.n n\ 1 n-1 N\ 9 n-2
(x+a)" = (O)ax +<1)a:c +<2)ax
4 _|_< n >n1x1+(>anx0
n—1 n

= T0+T1+T2+"‘+Tn71+Tn

T, — (Z) aFpn—k
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Analogamente, se n é par

(z—a)" = (g) (—a)’z" + G) (—a)tz" "t + (Z) (—a)2a" 2
+ 4 (n ﬁ 1) (—a)"'z' + (Z)(—a)”xo

= Ly—-Thi+L+- —Toa+1,

Entao,
(x+a)"+(x—a)"=2(To+To+ -+ Tho+1T),)

(J:—i—a)n—(:U—a)":2(T1—|—T3—}—---—|—Tn,3—|—Tn,1)

Fazendo x = a = 1, resulta que

r = o ts e =2 (0] () + () =)l

_l’_
n
2" = 2+ T3+ + T3+ THhq) = K)

Logo, se n ¢é par

V(D) () ()= () (D) () =2
0 2 4 n) \1 3 n—1)
8. Numeros de Fibonacci e o triangulo de Pascal

O numero de Fibonacci F}, é definido como a soma dos elementos da n—ésima “diagonal
inversa” do triangulo de Pascal. Veja a Figura 3.2

Fo-8 // e 0 s 1
Fe=13 15 20 15 6 1

e
/1’
F,=21 /1/ 7 21 35 35 21 7 1

e ) () () e
B @) () () () () e
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Cada numero na sequéncia de Fibonacci é a soma dos dois niimeros anteriores, isto é:
Fn+2:Fn+Fn+1

De fato: sem perda de generalidade, vamos supor n par (logo, n+ 1 é impar e n+2 é par.)
[ /n n—1 n—2 3 n—(%-1) n—2
Fn Fn = 2
s o) () () (197 ( 210) ()
[/n+1 n -2 n~|—1 ntl-l
0 + 1 + 3 +- n+11

_I_

|
6
() (3571 )
OO (5
[n+1—g>+ n+ +(n;§)
) ) ()
() - 6

e a7

Resulta, entao, que

+

s

n-+2 n+1 n n—1 n+2-12 n+2— nt2
o (MO e o)
2 2

3.7 Permutacgoes Circulares

Consideremos agora a situacao em que queremos colocar n objetos distintos em n lugares equi-
espacgados em torno de um circulo. Exemplos dessa situacao: roda de ciranda, pessoas sentadas
em torno de uma mesa redonda. O ponto relevante aqui é que consideramos equivalentes dis-
posigoes que coincidem por rotagao. Veja a Figura 3.3: rodando no sentido horario de tal forma
que A ocupe o lugar de B, B ocupe o lugar de C, etc, temos a mesma disposicao. Nesse exemplo,
temos 5 disposigoes equivalente: considerando a posi¢ao (1), por rotagao, nela podem estar A,
B, C , D ou E. Logo, das 5! disposi¢oes (permutagoes), 5 sdo equivalentes. Logo, o nimero de

; 5l
rodas nesse caso é % = 4!
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)

e

Figura 3.3 — Permutacoes circulares
3.8 Permutacoes de Objetos nem Todos Distintos

Considere o seguinte exemplo: quantos anagramas podemos formar a partir da palavra URU-
GUAI? Se pudéssemos distinguir entre os trés U’s, a respsota seria 7!. Para exemplificar, vamos
represetnar por Uy, Uy, Us as trés letras Us, de modo a diferencia-las. Nas 7! permutagoes,
estamos considerando como diferentes os seguintes anagramas: U;UsUsRGAI e UyU; UsRGAL
Como nao podemos distinguir os trés Us, esses anagramas sao o mesmo. Para cada um dos 7!
anagramas, 3! sao iguais - note que 3! corresponde as permutacoes das 3 letras Us. Logo, o

7 ~ 7 |
nimero de anagramas (permutacoes) ¢ .

Vamos considerar o caso geral: sao dados n objetos, dos quais nysao iguais entre si, no sao
iguais entre si e distintos dos demais, ...., ng sao distintos entre si . E claro que temos que ter
n=mny +ns+ -+ ng. O nimero de permutacoes desses objetos é dado por

n!
M1,M2,. N —
P’ = n = E n;

nilng! ... ny! —
1=

Um exemplo classico com o lancamento de um dado: suponha que se jogue um dado 20

vezes. De quantas manerias podemos obter 6 1s, 5 2s e 1 face de cada um dos quatro niimeros
20!

o ,
restantes? A resposta 6615!4!'

3.9 Solucoes inteiras de equacoes lineares

Vamos considerar uma equagao da forma
T1+To+ - +Ty=m

Nosso objetivo é contar o nimero de solugoes inteiras de tal equacao. Mas para que haja um
numero finito de solucoes, temos que restringir ainda mais, ou seja, nao basta que as solucoes
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sejam inteiras — é necessario que sejam inteiras positivas, por exemplo. Veremos depois o caso
de solucgoes inteiras nao negativas.

Vamos considerar o seguinte exemplo:

T1+To+ T3+ 2Ty + Ty = 13 (315)

Vamos escrever 13 como a soma de 13 1s:
1+1+1+14+1+1+1414+14+1+14+14+1=13 (3.16)

Como as 5 solugoes devem ser inteiras e positivas, elas podem ser escritas como soma de 1s.
Assim, determinar essas solucoes equivale a separar esses 13 1s em cinco grupos. Isso pode ser
feito colocando 4 barras divisérias na soma acima. Algumas possibilidades sao:

141 | +1+1+1 | +1+1 | +14+14+1+1 | +1+1=13
L +1 | +1 | +1 [ +141+14+14+1+14+1+1+1=13
I+14+1+1 [ +1+14+1 | +14+1+1 [ +1+1 ] +1=13

Essas escolhas equivalem as seguintes solugoes:

.1'1:2 £C2:3 1’3:2 $4:4 1'5:2
{L‘1:1 1'2:1 ZL’3:1 $4:1 1'5:9

ZE1:4 IQZ?) .%'3:3 ZE‘4:2 I5:].

Note que as barras verticais estao posicionadas antes do sinal 4+. Entao, para determinar
uma solugao inteira positiva, temos que posicionar 4 (= 5 — 1) barras verticais nas 12 (= 13 —1)
posicoes definidas pelos sinais de +. Logo, o nimero de solugoes inteiras positivas é o nimero
de maneiras de escolher 4 sinais de + dentre os 12 disponiveis. Isso pode ser feito de Cf,.

Isso nos permite enunciar o resultado geral.

n Solucgoes de equacoes em inteiros positivos

Considere a equacao
rT1+ro+ -+, =m m>0

O ntimero de solugdes em inteiros positivos (z; > 0) é dado por C. Y

Vamos considerar, agora, solugoes inteiras nao-negativas, isto é, vamos permitir que al-
guma, ou algumas, das incégnitas seja nula.
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Continuando com a equagao (3.15), vamos considerar a sequéncia de 13 1s:

1111111111111 (3.17)

Temos agora as seguintes semelhancas e diferencas:
e como antes, temos que colocar 4 barras separadoras para determinar os valores das 5
incognitas;

e como a primeira e a ultima incognitas podem ser nulas, podemos ter uma barra no inicio
e/ou uma barra no final;

e como as demais incognitas podem ser nulas, podemos ter barras “coladas”.

Por exemplo, a solugao (0,2,4,0,7) corresponde a seguinte decomposigao:

1111111111111

Ja a solucao (0,0,5,8,0) corresponde a seguinte decomposigao:

1111111111111 |

Note que nessas decomposicoes temos 17 elementos: 4 barras verticais e 13 1s. As diferentes
solugoes inteiras nao-negativas correspondem as diferentes maneiras de organizar as 4 (=5 — 1)
barras verticais nessas 17 (= 13+ 5 — 1) posicoes, ou seja, o nimero de solugoes inteiras nao-
negativas é C}..

Podemos enunciar o resultado geral da seguinte forma:

n Solucoes de equagoes em inteiros nao-negativos

Considere a equacao
T+ +---+x,=m m>0

O numero de solugdes em inteiros nao-negativos (z; > 0) é dado por C;;rlr_l

Uma outra forma de analisar o problema de solu¢oes em inteiros nao-negativos é explorando
a sua relacao com solugoes inteiras positivas de uma outra equacao obtida através de uma
mudanga de varidavel. Note o seguinte: se x; é inteiro nao-negativo, isto é, z; > 0, se definimos
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y; = x; + 1, entao y; é inteiro e y; > 1, ou equivalentemente, y; > 0. faznedo a mudanca de

variavel, obtemos uma nova equacao equivalente:

p—-—D+p-1D++y—-—1)=m m>0, y,>0

ou ainda
nt+y+-+y.=m+r m>0, y; >0

cujo nimero total de solugdes é, como visto anteriormente, CI-! ;.

Note que

r—1 o m
Cm-i—r—l - Ym4r-1
pela lei dos complementares.

EXEMPLO 3.17 Solucoes inteiras de equacoes

Considere a seguinte equacao

1+ 29+ 23 =12

(a) Determine o nimero de solugoes inteiras positivas.
(b) Determine o nimero de solugdes inteiras nao-negativas.

(c¢) Determine o nimero de solugbes inteiras positivas, em que xy > 4.
Solugao

(a)

9 11! 11 x10x 9!

3—1 __ o o
Cromr = O = 9121 912! =99

B 14! 14 x 13 x 12!
s = Cly = o = e =

4= o1 12121

(c) Fazendo as seguintes mudangas de variavel:

y1=x1 Y2=22—4 ys=u3
a equacao dada pode ser escrita com:
yit (et +y=12 4 >0

que é equivalente a
ity tys=8 5 >0

Como a transformacao acima é biunivoca, o nimero de solugoes das duas

mesmo:.

7! 7 %6
3-1 _ _
Comr = 5120 2 21

equagoes € o

*»"

Departamento de Estatistica

70



CAPITULO 3. ANALISE COMBINATORIA

3.10 Combinacoes com repeticao ou combinacoes com-
pletas

Consideremos n objetos distintos, dos quais vamos escolher objetos, distintos ou nao. De
) )
quantas maneiras podemos fazer isso?

Para entender bem essa situagao, considere o seguinte exemplo: numa sorveteria, ha 7
sabores de sorvete dietético. Se eu quero comprar 4 bolas de sorvete dietético, de quantas
maneiras posso escolher? A resposta NAO E C? — esse é o nimero de maneiras de escolher 4
bolas de sabores diferentes! Mas eu posso comprar 4 bolas do mesmo sabor, por exemplo.

Vamos denotar por z;, ¢ = 1,...,7, o numero de bolas compradas do sabor 7. Entao,
temos que ter x; inteiro nao-negativo satisfazendo a equagao

r1+rxotastast+rs+arg+arr=4 ;>0
O numero de solugoes dessa equacao nos da o nimero total de maneiras de escolher as 4 bolas
de sorvete. Esse ntiimero é C7,;_, = 2X& = 36.

Vamos generalizar esse exemplo. O contexto é o seguinte: temos n objetos distintos dos
quais vamos escolher p, distintos ou nao.

Temos, entao, n tipos distintos de objetos. Vamos denotar por z; o nimero de objetos
escolhidos do tipo 7,7 = 1,2,...,n. Temos que ter x; inteiro nao-negativo satisfazendo a equagao

Tt e+t x,=p, x>0

O ntumero de solugoes dessa equagao nos da o nimero de combinacoes com repeticao de n
objetos distintos tomados p a p e esse niimero é

Ol =T~ G (315)

3.11 Exercicios propostos

3.1 Considere a palavra TEORIA.

1. Quantos anagramas >podemos formar?

2. Quantos anagramas comecam com a letra T?

2Segundo o Aurélio SEculo XXI:

Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposicao das letras de outra palavra ou frase.

“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o anagrama de América” (Jodo Ribeiro, Curiosidades
Verbais, p. 76)
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3. Quantos anagramas comecam com a letra T e terminam com A?

4. Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

3.2 Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem para
0s trés primeiros lugares?

3.3 O segredo de um cofre € formado por uma seqiéncia de 3 digitos escolhidos entre 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6,7, 8, 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trés algarismos
distintos. Qual € o numero mdzimo de tentativas que ela terd de fazer para abrir o cofre?

3.4 Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,
3, 6,7 8 97

)

3.5 Mega-Sena No jogo da Mega-Sena da Caiza Economica Federal, o apostador deve escolher

no minimo seis e no maximo 15 numeros diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na
escolha de 6 numeros e 0s precos das apostas se baseiam no numero de jogos simples em cada
cartao. Qual € o numero total de jogos simples distintos? Num cartdo com 15 nimeros marcados,
quantos sao os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preco de um cartio
com 15 niimeros marcados?

3.6 Trés cartas vao ser retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Calcule a probabilidade
de que:

1. todas as trés sejam de espadas;
2. as trés cartas sejam do mesmo naipe;

3. as trés cartas sejam de naipes diferentes.

3.7 Quantos inteiros entre 1000 e 9999 téem digitos distintos e

(a) sao pares?

(b) consistem apenas de digitos impares?

3.8 De quantas maneiras podemos escolher 3 numeros naturais distintos de 1 a 30, de modo
que a soma dos niumeros escolhidos seja par?

3.9 Determine o valor de n se

1. A2 =72
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2. At =42A2

3. 4A% = A3
3.10 Numa promocao beneficiente, 22 pessoas estao disponiveis para exercer diversas ativida-
des. Se hd necessidade de 6 pessoas na cozinha, 4 pessoas no balcao de a tendimento, 4 pessoas

para oS cairas, 6 pessoas para vender cartelas de bingo e 2 pessoas responsdveis pela animagao,
de quantas maneiras € possivel fazer a escala¢do?

3.11 Suponha que, no problema anterior, cada pessoa execute uma tarefa diferente no seu
propio grupo, com exce¢ao das pessoas que vendem cartelas de bingo. De quantas maneiras
diferentes a escalagao pode ser feita?

3.12 Considere as letras da palavra PERMUTA. Quantos anagramas de 4 letras podem ser
formados, se

(a) ndo hd qualquer restrigao sobre as letras do anagrama?

(b) o anagrama comega e termina por vogal?

(c) aletra R aparece?

(d) a letra T aparece e o anagrama termina por vogal?

(e) aletra T aparece ou o anagrama termina por vogal?

3.13 Num concurso para preenchimento de uma vaga, apresentam-se 3 candidatos. A comissao
Julgadora € formada por 5 membros, cada um dos quais deve escolher exatamente um candidato.
De quantas maneiras os votos desses examinadores podem ser dados?

3.14 As letras em codigo MORSE sao formadas por sequéncias de tracos e pontos, sendo
permitidas repeticoes. Quantas letras podem ser formadas usando

(a) exatamente trés simbolos?

(b) no mdzximo oito simbolos?

3.15 Quantos numeros formados por 3 algarismos escolhidos dentre 2, 4, 6, 5,9 contém o 2 ou
nao contém o 67

3.16 Quantos anagramas da palavra PASTEL comecam e terminam com consoante?
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3.17 Temos 15 livros, dos quais 4 sao de Estatistica. De quantas maneiras podemos coloca-los
numa prateleira, de modo que os livros de Estatistica figuem sempre juntos?

(m+2)!+(n+1)(n—1)!
(n+1)(n—1)!

3.18 Mostre que € um quadrado perfeito.

3.19 Um grupo ¢ formado por 20 pessoas, das quais 5 sao Fisicos. Quantas comissoes de 10
pessoas podem ser formadas de modo que

(a) nenhum membro seja Fisico?

(b) todos os Fisicos participem da comissio?

(c) haja exatamente um Fisico na comissio?

(d) pelo menos um Fisico participe da comissao?

3.20 De quantas maneiras 12 estudantes podem ser divididos e colocados em 3 salas, sendo 4
na primeira sala, 5 na sequnda e 3 na terceira?

3.21 As placas de automoveis em determinada cidade constam de 2 letras e 4 algarismos.
Quantas placas podem ser formadas com as letras P, (), R e os algarismos 0, 1, 7 e 8¢

3.22 Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios de campo e 4
atacantes. De quantos modos € possivel escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios de
campo e 2 atacantes?

3.23 Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, sao jogadas 780
partidas. Quantos sao os participantes?

3.24 Em uma urna hd 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas sao retiradas da urna sem
reposicao, anotando-se a sequéncia dos numeros das bolas. Em quantas dessas sequéncias

(a) o menor nimero é 7 %

(b) o maior nimero é 7 ?

3.25 Quantas colecoes nao vazias de letras podem ser formadas comn A’s, n B’s, n C’s en
D’s?
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3.26 Quantos numeros distintos podem ser formados pelo produto de dois ou mais numeros do
multiconjunto® 3,4,4,5,5,6,7,7,7%

3.27 Um coro possui 10 membros. De quantas maneiras se pode selecionar 3 grupos distintis
de 6 membros cada, por ocasiao de 8 eventos distintos?

3.28 De quantas maneiras 10 livros distintos podem ser colocados em 5 caixas idénticas, con-
tendo ois livros cada caiza?

3.29 De quantas maneiras as letras da palavra SERRILHOU podem ser permutadas, mantendo-
se as vogais em sua ordem natural e nao permitindo que duas letras R figuem juntas?

3.30 De quantas maneiras 18 objetos distintos podem ser divididos entre 5 pessoas de modo
que

(a) 4 pessoas fiquem com j objetos cada e uma fique com 2 objetos?

(b) 3 pessoas recebam 4 objetos cada e as outras duas recebam 3 objetos cada?

3.31 Considerando que haja 14 tipos de objeto e 2 objetos de cada tipo, encontre o niumero
total de selecoes nas quais pelo menos um objeto € selecionado.

3.32 De quantas maneiras 27 livros distintos podem ser distribuidos entre as pessoas A, B e
C, de modo que que A e C, juntas, figuem com o dobro de livros de B e ninguém fique com todos
0s livros?

3.33 De quantas maneiras podemos distribuir 18 livros iguais em 3 caizas diferentes, sem
qualquer restricao?

3.34 Em quantas solucoes inteiras positivas da equa¢ao x4+ xe+ x3+ x4+ x5 = 18 exatamente
2 varidveis sao iguais a 17

3.35 De quantas maneiras 8 meninos e 8 meninas podem formar uma roda na qual

(a) pessoas do mesmo sexo nao fiquem juntas?

(b) todas as meninas fiquem juntas?

3denominacdo utilizada para conjuntos que consideram relevante, em sua composicdo, o ntimero de cépias de
cada elemento
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CAPITULO 3. ANALISE COMBINATORIA

3.36 De um grupo de n pessoas, k (k < n) serao escolhidas para um comité, das quais uma
serd o presidente do comité. Neste contexto, interprete cada uma das expressoes:

(a)

(b)

(c)

Conclua e demonstre que
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Capitulo 4

Probabilidade: Axiomas e Propriedades

4.1 Introducao

Considere, mais uma vez, o experimento aleatério que consiste no lancamento de um dado
equilibrado. Como ja visto, o espago amostral desse experimento é = {1,2,3,4,5,6} e alguns
eventos de interesse sao A =‘“sair face 2”7, B =‘“sair face par”’, etc. A questao que se coloca,
agora, é como atribuir probabilidade a esses eventos. Ou seja, queremos determinar um nimero
que expresse a verossimilhanca de cada um desses eventos.

Uma solucao seria lancar o dado um grande niimero de vezes e observar a proporc¢ao dos
langamentos que resultam no evento A. Se denotarmos por n(A) o nimero de vezes que ocorreu
o evento A em n lancamentos, a definicao de probabilidade com base na frequéncia relativa é

. n(A
P(A) = lim ni4)

n—oo M

Essa definicao tem alguns problemas, a saber: quao grande deve ser n? quem garante
~ A ’ .
que a razao %) converge e converge sempre para o mesmo numero cada vez que repetimos o
experimento? Temos que buscar, entao, uma nova forma de definir probabilidade.

4.2 Definicao axiomatica de probabilidade

A abordagem que adotaremos sera a utilizagdo da definigao axiomatica da probabilidade. Isto
é, vamos estabelecer algumas propriedades minimas que se espera sejam satisfeitas pela proba-
bilidade de qualquer evento. Tais propriedades sao os aziomas da probabilidade..

! Azioma: (1) Premissa imediatamente evidente que se admite como universalmente verdadeira sem exigéncia
de demonstragio. (2) Proposi¢do que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposigoes
de uma teoria ou de um sistema 16gico ou matematico. (dicionédrio Aurélio)



CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

A titulo de motivacao, vamos usar o experimento do lancamento de um dado, bem como
a definicao frequentista vista acima. A primeira observacao que podemos fazer é a seguinte:
dado um experimento aleatorio, desejamos atribuir probabilidade aos eventos do respectivo
espago amostral, ou seja, para cada evento, queremos determinar um nimero que indique a
probabilidade desse evento. Assim, probabilidade é uma funcao definida no conjunto de todos
os eventos de um espaco amostral (2. Vamos denotar tal funcao por P.

Uma primeira propriedade bastante intuitiva é que a probabilidade de qualquer evento
deve ser um nimero nao negativo, ou seja, para qualquer evento A, P(A) > 0.

Para apresentar a segunda propriedade, considere o seguinte evento associado ao experi-
mento do langcamento de um dado: C' =“face menor que 7”. E bastante intuitivo ver que, ao
lancarmos um dado, sempre obteremos uma face menor que 7, ou seja, a proporcao de vezes
que obteremos o evento C' serd sempre 1, nao importa quantas vezes lancemos o dado. Note,

também, que C' = Q. Assim, a segunda propriedade que vamos exigir da probabilidade é que
P(Q) = 1.

A terceira propriedade envolve a uniao de eventos mutuamente exclusivos. Vimos que, se
AU B = (), entdo n(AU B) = n(A) + n(B) e, assim, a defini¢ao frequentista da probabilidade
nos daria que P(AU B) = P(A) 4+ P(B). Esse ¢é o terceiro e dltimo axioma que precisamos para
definir probabilidade.

DEFINIQAO Definicao Axiomatica de Probabilidade

Seja 2 um espaco amostral associado a um experimento aleatério. Probabilidade é
uma fungao, denotada por P, que associa a cada evento A de {2 um nimero real P(A),
que satisfaz os seguintes axiomas:

[. Axioma 1: P(A) >0
II. Axioma 2: P(Q) =1

III. Axioma 3: ANB =90 = P(AUB)=P(A)+ P(B)

4.3 Propriedades da probabilidade

Vamos, agora, estabelecer propriedades da probabilidade, que resultam diretamente dos Axiomas
I aIIl

1. P(@)=0

Demonstracao: Como Q2 = Q U @, resulta que P(Q) = P(QU @). Mas Q e & sdo
mutuamente exclusivos; portanto, podemos aplicar o Axioma III para obter
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CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

P(Q) = P(Q) + P(2) = P(2) = P(Q) — P(Q) = 0

2. P(4) = 1 — P(A)

Demonstragao: Vimos, em capitulo anterior, que 2 = AU A. Como A e A sdo
mutuamente exclusivos, podemos aplicar o Axioma III para obter que

P(Q) = P(A) +P(A)

Mas, pelo Axioma II, P(£2) = 1. Logo,

1=P(A)+P(A) = P(A) =1-P(A)

3. P(A\ B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B)

Demonstracao: Veja a Figura 4.1 para visualizar melhor esse resultado.

A B

Figura 4.1 — Diferenga de dois eventos A\ B = AN B.

Temos que
A=(A\B)U(ANB)

O primeiro termo é a parte sombreada mais escura, e o segundo termo é a parte sombreada
mais clara. Podemos ver que essas duas partes nao tém intersecao. Logo, pelo Axioma
ITI, podemos escrever:

P(A) = P(A\ B) + P(ANB) = P(A\ B) = P(4) — P(AN B)

Volte & Figura 4.1 para ver que o evento B\ A = BN A corresponde & parte ndo sombreada
do evento B e que

P(B\ A)=P(BnA)=P(B)-P(ANB)
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CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

4. Para dois eventos A e B quaisquer,

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).

Demonstragao: Note que esse resultado generaliza o Axioma III para dois eventos
quaisquer, ou seja, nao estamos exigindo que A e B sejam mutuamente exclusivos. Veja a
Figura 4.2:

Figura 4.2 — Uniao de dois eventos quaisquer AU B

Toda a parte sombreada representa a uniao dos dois eventos, que pode ser decomposta
nas duas partes com diferentes sombreamentos. A parte mais escura é A\ B, e a parte
mais clara é B, ou seja:

AUB=(A\B)UB

Como essas duas partes sombreadas nao tém intersecao, pelo Axioma III, resulta que

P(AuUB)=P(A\ B)+P(B)
Usando a Propriedade 3, conclui-se que

P(AUB) = P(A\ B) + P(B) = Pr(A) — Pr(AN B) + Pr(B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
n

5. Se A C B entao Pr(A) < Pr(B).
Demonstracao: Veja a Figura 4.3.

Se A C B, entao AN B = A (essa é a parte sombreada da figura). Neste caso, usando a
Propriedade 3, temos que

P(B\ A) =P(B)—-P(ANB)=P(B) —P(A)
Mas, pelo Axioma I, a probabilidade de qualquer evento é nao-negativa. Logo,

P(B\ A) > 0= P(B) — P(A) > 0 = P(4) < P(B)
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CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

Figura 4.3 — Dois eventos tais que A C B

|
6. Pr(A) <1 para qualquer evento A C €.
Demonstracao: Usando a Propriedade 5 e o Axioma II, temos que
ACQ=PA)<PQ)=1=PA) <1
|

4.4 Espacos amostrais finitos e equiprovaveis

Vamos considerar, agora, uma situacao especial, em que o espago amostral 2 é finito e todos os
seus eventos elementares sao igualmente provaveis. Esse contexto leva a definicao cldssica de
probabilidade, que foi a primeira definicao formal de probabilidade, tendo sido explicitada por
Girolamo Cardano (1501-1576).

Sejam E1, Fs,--- E os eventos elementares de ). Entao,
Q=FUEU---UEN

e esses eventos elementares sao mutuamente exclusivos dois a dois. Pode-se provar, por inducao,
que
P(Q)=1=P(F1UE,U---UEyN)=P(E) +P(E,) +---+P(Ey)

Mas estamos supondo que todos eles sao igualmente provaveis. Logo,

1
=— Wi

P(E) = 0

Como qualquer evento A C §2 pode ser escrito como uniao de eventos elementares, resulta
que
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CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

DEFINIQAO Definicao classica de probabilidade

Seja {2 um espago amostral finito cujos eventos elementares sao todos igualmente
provaveis, isto é, podemos escrever

Q=FUEU---UEN

onde ) .
PE)=—=——= Wi
E)=§ =y ™
Entao, para qualquer evento A C (2,
n(A
p() = "))

EXEMPLO 4.1 Lancamento de um dado

No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face maior que 47
Solucao:

Note que esse é um espaco amostral finito em que os eventos elementares sao igualmente
provaveis, pois estamos supondo que o dado seja honesto. Sabemos que n(f) = 6 e também

2 1
que o evento de interesse é A = {5,6). Logo, P(4) = = = -.

6 3 *"
EXEMPLO 4.2 Carta de um baralho

Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4 naipes: ouros, copas, paus e
espadas, cada naipe com 13 cartas. As cartas dos 2 primeiros naipes sao vermelhas e as dos dois
ultimos naipes, pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser As, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Valete,
Dama e Rei. Essas trés ultimas sao figuras que representam a realeza. Retirando-se ao acaso
uma carta desse baralho, qual é a probabilidade de que seja uma figura? Uma carta preta?

Solucgao:

Temos um espaco amostral finito em que os eventos elementares sao igualmente provaveis,
pois estamos retirando a carta aleatoriamente. Como ha 52 cartas ao todo, n(£2) = 52. Vamos
denotar por F' o evento “carta retirada é uma figura” e por P o evento “carta retirada é preta”.
Em cada um dos 4 naipes ha trés figuras. Logo, o ntimero total de figuras é 4 x 3, ou seja,
n(F) = 12. Logo, a probabilidade de retirarmos uma figura é

12 3
P(F) =2 =2
52 13
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Metade das cartas é de cor preta; logo, a probabilidade de que a carta seja preta é

26 1

P=n=2
*"

EXEMPLO 4.3 Escolha de um nimero

Um ntmero é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, 1 a 20. Qual é a probabilidade de que o
nimero escolhido seja (i) par? (ii) primo? (iii) quadrado perfeito?

Solucgao:

Temos um espaco amostral finito com eventos elementares equiprovaveis, pois estamos
escolhendo o nimero aleatoriamente. Vamos denotar por P o evento “numero par”’, por R o
evento “numero primo” e por () o evento “quadrado perfeito”. Entao,

10 1

P ={2,4,6,8,10,12, 14,16, 18,20} = P(P) :zﬁg -7
g 2
R={1,3,57,11,13,17,19} = P(R) = = = -
41

—{1,4,9,16} = P(Q) = — = =

Q={1,4,9,16} = P(Q) = 55 = :

*
EXEMPLO 4.4 Bolas em uma urna

Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes. Uma bola é escolhida ao
acaso desta urna. Qual é a probabilidade de que

(a) a bola nao seja verde?

(b) a bola seja branca?

(c) a bola nao seja nem branca nem verde?

Solugao:

Temos um total de 6 + 2 + 8 = 16 bolas. Logo, n(2) = 16. Vamos denotar por P, B,V os
eventos bola preta, branca e verde, respectivamente.

(a) Queremos a probabilidade de V, ou seja, do complementar de V.

- 8 8 1
P(V)=1-P(V)=1- =1 =3
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CAPITULO 4. PROBABILIDADE: AXIOMAS E PROPRIEDADES

2 (B) 2 1
P(B) = " 16~ §

(¢) Se a bolando é branca nem verde, ela tem que ser preta. Note que estamos pedindo P(BNV).
Pela lei de De Morgan e pela Propriedade 2 e Axioma III, temos que

P(BNV) = P(BUV)=1-P(BUYV)

(2
EXEMPLO 4.5 Lancamento de dois dados

Consideremos novamente o langamento de dois dados. Vamos definir os seguintes eventos:
A = “soma das faces par”, B = “soma das faces maior que 9”7, C' = “soma das faces impar
menor que 9”. Vamos calcular a probabilidade de tais eventos.

Solucao:

A visualizacao do espaco amostral desse experimento pode ser vista na tabela a seguir,
onde, para cada par possivel de resultados, apresentamos também a soma das faces:

Dado 2
1 2 3 4 ) 6
1 (L,1)—2](1,2) =3 |(1,3)—=4](1,4) =5 |[(1,5) =6 | (1,6)—7
21(2,1)—=3](2,2)—>4](2,3)—=5|(2,4)—6 |(2,5—=>7 |(2,6)—8
Dado | 3| (3,1) =4 ](3,2) =>5|(3,3) =6 3,4 =7 | (3,5 —=8 [(3,6)—9
1 41(4,1)—=>5|(4,2) —>6|4,3)—=>7| 4,4 —8 | (4,5 —=9 |(4,6)—10
51(0,1)—=6|(5,2)=71](5,3) =8| (5,4 —=9 | (5,5 —10|(56) — 11
6| (6,1)—>7]|(6,2)—8]|(6,3) -9 (6,4) — 10| (6,5) — 11 | (6,6) — 12
Podemos ver que :
((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), )
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
_ ) (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), _
D=3 WD), (4,2),(43),(44),(45) (46), [ D=3
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)
| (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)
(17]')7(173)7(175)7(272)7(274)7(276)7
A=1¢ (3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(4,6), p =n(A) =18
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B =1{(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)} = n(B) =6
(1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(2,3),,(2,5). _

C:{ (3,2),(3,4),(4,1),(43),(5,2),(6,1), };‘”@—12
Logo, 51 ) 1 b 1
Pl)=35=5 PB=g5=5 FPO=5=3

¢
EXEMPLO 4.6 Bolas de uma urna

Em uma urna ha 4 bolas brancas e 3 bolas verdes. Duas bolas sao retiradas dessa urna, seqiien-
cialmente e sem reposicao. Qual é a probabilidade de obtermos
(a) 2 bolas brancas?

(b) 2 bolas verdes?

(c) 2 bolas de cores diferentes?

Solugao:

Vamos indicar por By, By, B3 e By as quatro bolas brancas e por Vi, V5 e V3 as trés bolas
verdes. O espaco amostral para este experimento é

Q:{(017C2)? 017022317327837B47‘/17‘/27‘/3; Cl 7&02}

A primeira bola pode ser qualquer uma; logo, ha 7 bolas possiveis. Como a extracao é sem
reposi¢ao, para a segunda bola s6 ha 6 possibilidades. Assim, o nimero total de pares é 7 x 6 =
42.

(a) O evento A = “2 bolas brancas” é

A - By By, B1 B3, BiBy, BoB1, Bo B3, Bo By,
a B3B1;B3B27B3B47B4BlaB4B27B4B3

12 2
LOgO, P(A) = E = ?

(b) O evento B = “2 bolas verdes” é

B = {ViVa, ViV3,VaV1, VoV, V3V, VsVa}

Logo, P(B) = — =

Departamento de Estatistica 85
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(c) O evento C' = “bolas de cores diferentes” é o complementar do evento D = “bolas de cores
iguais”. Por sua vez, D = AU B e como A e B sao mutuamente exclusivos, P(D) =

2 1 3 3 4
P(4)+P(B) = = + - = -. Logo, P(C) = 1 = P(D) =1 - - =

Note o trabalho que da listar todos os elementos de um evento!

*»
EXEMPLO 4.7 Eaxtracdo de bolas de uma urna

E interessante notar o seguinte fato sobre a extracao das bolas: em vez de fazermos extracoes
seqilenciais, podemos retirar 2 bolas simultaneamente. Em ambos os casos, as extracoes sao
sem reposicao, ou seja, a mesma bola nao pode sair duas vezes. O que muda, entao?

Solucao

Nas extragoes simultaneas, nao podemos diferenciar a ordem das bolas; por exemplo, os
pares V1V e VoV sao os mesmos. Dessa forma, a cardinalidade do espago amostral fica reduzida
por 2, que é 2!, nimero de maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas, ficaria reduzido
por 3! = 6. Para ajudar na compreensao dessa diferenca, vamos listar o espago amostral nos
dois casos, bem como os eventos que estudamos.

Evento | Extragoes sequenciais Evento | Extragoes simultaneas
2 bolas | By By, B, B3, BBy, 2 bolas | B1By, B,Bs, B{ By,
brancas | By By, ByBs, By By, brancas | By B3, By By,
B3 By, B3sBy, B3 By, B3 By,
ByBy, BBy, B,Bs,
2 bolas | ViV, V V3, 2 bolas | V1Vo, V| V3,
verdes VoV, Vo Vs, verdes | V5Vj3,
Vé%; V3Vv2>
Branca | B1Vi, B, Vs, B, Vs, Uma BV, B, Vs, B, Vs,
e verde | ByVy, BoVa, ByVs, branca | ByVi, ByVa, ByVs,
B3V, B3Vs, B3Vs, euma | B3Vy, B3Va, B3V,
BV, B,Vs, B, Vs, verde BV, BV, B, Vs
Verde V1B,V By, V,Bs, V,By,
€ %Bl,VQBQ,V2Bg,VQB4,
branca | V3B,V 3Bs,V3Bs, V3B,

Note que as probabilidades sao as mesmas em ambos os casos:

P(2 verdes) P(2 brancas) P(cores diferentes)
= — (g 7 _2 Pz
Extragoes sequenciais B =7 5= ==z
Ses simulta 3 _ 1 6 _2 12 _ 4
Extragoes simultaneas 5 =7 = =2 L1

*»
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EXEMPLO 4.8 Diferenca simétrica

Prove que:

P[(AnB)U(ANnB)| =P(A)+P(B)—2P(ANB)

Lembre-se que a afirmacao trata da probabilidade de que exatamente um dos eventos A ou B

ocorre.
Solugao:
Pela Propriedade 3, temos que

P (AN B)
P (AN B)

Somando essas igualdades termo a termo,

P(ANB)+P(ANB)=P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB)

obtém-se que:

Como ANB e AN B sao mutuamente exclusivos, a soma de suas probabilidades é a probabilidade

da sua uniao, ou seja,

P(ANB)+P(ANB)=P[(ANB)U (AN B)]

Logo,

P[(ANB)U(ANB)] =P(A)+P(B)-2P (AN B)

EXEMPLO 4.9 Questoes certas em uma prova prova

*»

Em uma prova cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primeiro, 86 erraram
o segundo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um.

(a) Quantos alunos nao acertaram qualquer problema?

(b) Quantos alunos acertaram apenas o segundo problema?

Solugao:

Vamos denotar por P, e P, os eventos “acertar problema 17
respectivamente. Os dados do problema nos dao que:

120
132
86
54

(acertar os 2)

(acertar o primeiro)

(
(

errar o segundo)

acertar apenas um)

e “acertar problema 2”
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Usando o resultado do exemplo anterior, tem-se que

54 = 132+ n(Py) — 2 x 120 =
n(P) = 162

Logo, o ntmero total de alunos é

n(Q) = n(Py U Py) = n(Py) + n(Py) = 162 4 86 = 248

(a) Pela lei de De Morgan, tem-se que

P(I_Dlmﬁz) zP(PlLJPQ):l—P(PlLJPQ):
= 1—-[P(P)+P(P)—-P(PNP)=
132 162 120

218~ 248 T 248
248 ~ 124

(b) Pela Propriedade 3, tem-se que:

162 — 120 42 21

P(P,NP,) =P(P,) — P(P,NDP,) = _ 22
(PN P1) () = P(AL OV Py) 248 248~ 124

*»

EXEMPLO 4.10 Atribuicao de probabilidade

Dado que Q = {—1,0, 1}, verifique se é possivel definir uma medida de probabilidade em €2 tal
que
P({-1,1}) = 0,6
P({0,1}) = 0,9
P({-1,0}) = 0,5
Justifique sua resposta.
Solugao:

Note que o evento {—1,1} = {—1} U {1}. Logo, as probabilidades dadas se transformam
no seguinte sistema de 3 equacoes com 3 incégnitas:

P(0)+ P(1) = 0,9

P(-1)+P(1) = 0,6
P(-1)+ P(0) = 0,5
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Da primeira equagao, obtemos que P(1) = 0,6 — P(—1). Substituindo na segunda, obtemos o
seguinte sistema de 2 equacgoes e 2 incégnitas:

P(0) 40,6 — P(—1) = 0,9
P(-1)+P(0) = 0,5

ou

P(0)— P(-1) = 0,3
P(0)+P(-1) = 0,5

Somando termo a termo, resulta que
2x P(0)=0,8= P(0)=0,4
Substituindo, obtemos que
P(-1)=0,5—-P(0)=0,5—-0,4= P(—-1)=0,1
Substituindo novamente, obtemos
P(1)=0,6—-P(—-1)=0,6—-0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estao no intervalo (0, 1), a atribuigao dada é vélida.

*»

4.5 Exercicios propostos

4.1 Dados Q={1,2,3}, A={1}, B={2},C={3}, P(A) =43, P(B) =

1 )
3, calcule:

4.2 Se P(A)=1/3 e P(B) =1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos?
4.3 Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0,5 e P(B) =0,4.

(a) Calcule P(AU B).
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(b) Calcule P(B N A).

4.4 Em um arquivo ha 4 balancetes de orcamento e 3 balancetes de custos. Em uma auditoria,
o auditor seleciona aleatoriamente um destes balancetes. Qual € a probabilidade de que seja um
balancete de custos? E de orcamento?

4.5 Considere a situacdo anterior, so que agora o auditor retira seqiencialmente 2 balancetes
sem reposicao. Qual € a probabilidade de serem sorteados (i) 2 balancetes de custos? (ii) 2
balancetes de or¢camento? (iii) 2 balancetes de tipos diferentes?

4.6 Em um grupo de 23 homens, hd (a) 2 médicos pediatras, paulistas, recém- formados;
(b) 12 médicos recém- formados; (c) 13 médicos pediatras; (d) 11 médicos paulistas; (e) 4
médicos pediatras que ndo sao paulistas nem recém- formados; (f) 5 médicos recém- formados
que ndo sao paulistas nem pediatras; (g) 3 médicos paulistas que ndo sao recém formados e nem
pediatras.Sorteia-se um homem desse grupo. Qual € a probabildiade de que seja paulista recém
formados, mas nao pediatra?

4.7 Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos em Q tais que P(A) = 0,5 ¢ P(B) = 0, 3.
Calcule a probabilidade de

(a) ocorrer pelo menos um dos eventos A e B;
(b) ocorrer A mas nao ocorrer B;

(c) A e B ocorrerem.
4.8 Se P[AN(BUC)] =0,2, P(A)=0,6 e PIANBNC) =0,1, calcule P(BUC).

4.9 Demonstre, por inducao completa, que é verdadeira a desigualdade de Bonferronai:

P(AiNAyN---NA,) >P(A)+P(As)+---+ P(A,) — (n—1)
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Capitulo 5

Probabilidade condicional
independéncia de eventos

5.1 Introducao

Consideremos o langamento de um dado equilibrado. J& vimos que o espaco amostral desse
experimento é Q = {1,2,3,4,56, } . Considere o evento A = “sair face 2”. Se ndo temos qualquer
informacao além de o dado ser equilibrado, vimos que P(A) = %.

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a seguinte informacao fornecida:
“saiu facer par”. Qual é a probabilidade de ter saido face 27 Note a diferenca: agora nés temos
uma informagao parcial sobre o experimento e devemos usa-la para reavaliar a nossa estimativa.
Mais precisamente, sabemos que ocorreu o evento B = “face par”. Com essa informagao,
podemos nos concentrar no evento B = {2,4,6}, uma vez que as faces 1,3,5 ficam descartadas
em funcao da informacao dada. Dentro dessas trés possibilidades, a probabilidade do evento A
passa a ser % Calculamos, assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento
B. Essa probabilidade serd denotada P (A | B) (lé-se probabilidade de A dado B).

Consideremos, agora, o langamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “soma
das faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual a 9”. Se sabemos que ocorreu B, qual
é a probabilidade de ter ocorrido A? Queremos calcular P(A|B). Temos que

A:{(ln(L$K )(Q%JZQKZQ(&UK3$(&®,}
(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4), (6,6)
5), (4, 3),(6,4),(

B={(3,6), 4, 6),(5,4),(5,5),(5,6), (6, 6,5),(6,6)}

Se ocorreu B, a unica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento

Y

ANB = {(4,6),(5,5),(6,4), (6,6)}
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4

e, nesse caso, a probabilidade ¢ 1,

ou seja,

4 5% P(AnDB)

PAIB)=15= 10 = 5

Esses dois exemplos ilustram o fato geral que estd exibido na Figura 5.1: se sabemos que
aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o ‘novo espaco amostral” e nesse novo espago
amostral, a tnica parte de A presente é AN B — parte sombreada mais escura.

Figura 5.1 — Probabilidade condicional P(A|B).

Com esses exemplos, estamos ilustrando uma situagao comum, onde temos que calcular a
probabilidade de um evento tendo uma informacao parcial Esse é o conceito de probabilidade
condicionall.

D12 YIS N6l Probabilidade condicional

A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do evento B é

P(AN B)
PB

P(A|B) = (5.1)

Note que, nessa definicdo, temos que supor que o evento B é um evento possivel, ja que
ele ocorreu. Logo, é 6bvio que P(B) > 0.

EXEMPLO 5.1 Alunos

Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade de lazer preferida, obtendo-
se a distribuicao dada na tabela abaixo.

Sexo Atividade de lazer

Cinema Praia Esporte | Total
Masculino 10 12 13 20
Feminino 15 41 9 80
Total 25 53 22 100
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(a) Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso neste grupo ser do sexo masculino?

(b) Se a pessoa escolhida prefere a praia como atividade de lazer, qual é a probabilidade de que
seja um homem?

Solucgao:

Vamos definir os seguintes eventos: M = “masculino”; F' = “feminino”; C' = “cinema’;
P = “praia”; £ = “esporte”.

Note que, como o sorteio é aleatorio, estmoas num caso de espaco amostral finito e equi-
provavel, ou seja, podemos usar a definicao classica.

(a) O problema pede P(M). Como ha 20 homens dentre as 100 pessoas, temos que

20 2

P(M)=—=—
100 10
(b) O problema pede P(M|P). Por defini¢ao,

P(M NP £ 12
(MIP) P (P) 23 53

Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino” se modifica quando sabemos
que a pessoa prefere a praia como atividade de lazer, isto é: P(M|P) # P(M).

¢
EXEMPLO 5.2 Baralho

De um baralho de 52 cartas, extrai-se uma ao acaso. Defina os eventos C' = “carta é de copas”

e R = “carta é um rei”. Calcule P(C), P(R), P(C N R), P(C|R).

Solucgao: 51
PO=5=1
4 1
PR =5 =13
1

PCIR) = =5 = £ =5 =1 =FO)

Neste caso, a probabilidade do evento C' nao se modifica quando sabemos da ocorréncia do
evento R, isto é, P(C|R) = P(C). .

P(CNR) 4 13 1
1
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EXEMPLO 5.3 Plano de aposentadoria de funciondrios

De um total de 500 empregados, 200 possuem plano pessoal de aposentadoria complementar, 400
contam com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa e 200 empregados
possuem ambos os planos. Sorteia-se aleatoriamente um empregado dessa empresa.

(a) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposentadoria complementar?

(b) Qual é a probabilidade de que ele nao possua qualquer plano de aposentadoria complemen-
tar?

(¢) Se o empregado conta com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela empresa,
qual é a probabilidade de que ele tenha plano pessoal de aposentadoria complementar?

(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complementar, qual é a probabilidade
de que ele conte com o plano de aposentadoria complementar da empresa?

Solucgao:

Vamos denotar por F o evento “empregado tem o plano aposentadoria complementar da
empresa”’ e por P o evento “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”.
O problema diz que

ppy 2002 g A0 4L 20 2
500 5 500 5 500 5

Note que essas informagoes podem ser dispostas no formato de tabela da seguinte forma:

Plano pessoal | Total
Sim Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500

Os nimeros em negrito sao as informacoes dadas no problema; o restante é calculado observando-
se os totais de linha e de coluna.

(a) O problema pede
2
P(PUFE)=P(P)+P(E)—P(PNE)= ng

(b) O problema pede
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(c) O problema pede

P(PNE) 2 1
5
(d) O problema pede
P(PNE) 2
P(E|p):%:%:1
5

*»

5.2 Probabilidade condicional como lei de probabilidade

E interessante notar que a probabilidade condicional definida acima realmente define uma lei de
probabilidade, ou seja, a fungao que associa a cada evento A de €2 o nimero P(A|B) satisfaz os
axiomas de probabilidade. De fato:

e Axioma 1: P(ANB)
— = s
P(A|B) P(B) - 0
pois P(ANB) > 0e P(B) > 0.

e Axioma 2:
_P@nB) _ P(B) _
P(Q|B) = P (B) _P(B) =1

P(B
Na verdade, como P (B|B) = % = 1, toda a probabilidade condicional estd concen-
trada em B, o que justifica considerarmos B como o novo espaco amostral para essa nova

lei de probabilidade.

e Axioma 3:

Sejam A; e Ay dois eventos mutuamente exclusivos (veja a Figura 5.2). Usando a pro-
priedade distributiva, temos que

P[(AiUA)NB] Pl(AiNB)U(AyN B)]
Mas, como A; e A sdo mutuamente exclusivos, resulta que (4; N B) e (A3 N B) também o sao
— esses dois eventos correspondem a parte sombreada da figura 5.2. Logo,

P(AUAB) — P[(Amﬁ)(;)(AQ”B” _
P(AiNB)+P(A,NB)
P(B)
P(A;NB) P(AyNB)
P(B) P(B)
= P(Ai|B) +P(4B)
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Figura 5.2 — Axioma 3 da probabilidade condicional

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas as propriedades vis-
tas anteriormente, que eram consequéncias dos axiomas, valem também para a probabilidade

condicional.

e Propriedade 1:

e Propriedade 2:

_ P(ANB) P(B\A) P(B)—P(ANB)
PAB) = =p@ = ey~ PB)
P(B) P(ANB)

e Propriedade 3:

P[(A1\ 45)[B] = P(A;NAB)
P(A,NnA;NB) P(AiNBNA,)

P(B) P(B)
_ P[(AinB)\ A)] P(AiNB)—-P(A NBNA)
- P(B) B P(B)
_ P(AiNB) P(AINBNA)
- P(B) P(B)
:IWM&—Hmagmm

= P(A[B) - P[(A1 N Ap) [B]
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e Propriedade 4:
P[(A; U Ay) N B|

P[(A1UAy) |B] =

P(B)
~ Pl(AinB)U (AN B)]
B P(B)
_ P(AANB)+PANB)-PANBNANDB)
B P(B)
_ P(AinB) N P(A;nNB) P(ANANB)
P(B) P(B) P(B)

= P(4[B) +P(A2|B) — P[(A1 N As) | B]

e Propriedade 5:

Ay C A=A NA=A=>
P[(A;\ Ag) |B P(A;|B) = P[(A1 N Ay) |B] =
P[(A1\ A2) |B] = P(A|B) - P(A|B) =

P(A;|B) — P(A4s|B) > 0= P(As|B) < P(4,|B)

e Propriedade 6:

ANB C B=PANB)<P(B) =
P(AN B)
BB < 1=P(AB)<1

Observacgao importante

Note que a definicao de probabilidade condicional estd vinculada ao evento B em que
estamos condicionando, ou seja, se condicionarmos em um outro evento C, estaremos definindo
uma outra funcao de probabilidade — a funcao de probabilidade condicional em C'.

5.3 Regra geral da multiplicagao

A definicao de probabilidade condicional leva a um resultado importante, conhecido como regra
da multiplicacao.
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n Regra da multiplicagcao para 2 eventos

Sejam A e B eventos de um espaco amostral (2. Entao

P(B) P(A[B)
P(ANB) = (5.2)
P(A)P(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da intersecao de dois eventos e é muito
util para modelar experimentos que tém carater sequencial, isto é, que sao executados em etapas,
uma seguida da outra. Em tais situacoes, pode ser de ajuda desenhar um diagrama de drvore
para ilustrar os eventos em questao. Vamos ver alguns exemplos.

EXEMPLO 5.4 Cartas de um baralho

Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos naipes copas, paus, ouro,
espada) sejam extraidas sem reposi¢ao, uma depois da outra. Qual é a probabilidade de nenhuma
das duas ser de copas?

Solucao:

Para solucionar esse problema, devemos notar que, em cada extragao, as cartas no baralho
sao igualmente provaveis. Vamos definir os seguintes eventos:

C7 = copas na primeira extracao

C, = copas na segunda extracao
Queremos calcular P (61 N 52). Pela regra da multiplicagao, temos que

P (CinCs) =P (C1) P (Ca|Ch)

Na primeira extracao, temos 39 cartas que nao sao de copas, em um baralho de 52. Na
segunda extragao, dado que na primeira nao saiu copas, temos 38 cartas que nao sao copas em
um baralho de 51. Logo,

— — S — 39 38
P (Cl ﬂCg) =P (Cl) P (02’01) = 5 X ﬁ

Veja a Figura 5.3, onde temos o diagrama de arvore para esse problema. Cada né na
arvore corresponde a ocorréncia de um evento condicionada a ocorréncia de todos os eventos
representados pelos nds anteriores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da arvore
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12/51
C2

Figura 5.3 — Diagrama de arvore para o experimento de extracao de 2 cartas sem reposicao

corresponde a ocorréncia de copas na primeira extracao - evento C; - e a parte inferior a nao
ocorréncia de copas na primeira extracao - evento C'.

Continuando com a parte superior, vemos que

13

12

P (Cy|Cy) = &1
— 39

P (C2|CI) - ﬁ

Note que, pela lei do complementar, P (Cy|C) + P (62|C’1) = 1. Na parte inferior da arvore
temos

— 39

— 13

P (02’01) — ﬁ
— = 38

P (CQ|01) == 5—1

*»"
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EXEMPLO 5.5 Radar

Se um aviao esta presente em determinada area, um radar detecta sua presenca com probabili-
dade 0,99. No entanto, se o aviao nao estd presente, o radar detecta erradamente a presenca de
um aviao com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nesta area é de
0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a probabilidade de o radar deixar de
detectar um aviao? (Note que esses sdo os dois erros possiveis nesta situagao.)

Solucgao:
Vamos definir os seguintes eventos:

A = “aviao presente”

D = ‘“radar detecta presenca de aviao”
Os eventos complementares sao:

A = ‘“aviao nao esta presente”

D = ‘“radar nao detecta aviao”
O problema nos da as seguintes informacoes:
P(D|4)=0,99  P(DJA) =0,02 P(A) = 0,05
Pela lei do evento complementar, temos que
P (D|A)=0,01  P(D[4)=0,98  P(A)=0,9
O problema pede

P(D|A) falso alarme

Na Figura 5.4 temos a ilustracao desse experimento.
Dai podemos ver que as probabilidades pedidas sao:
P(D|A) =P (ﬁ) P (D]Z) =0,95x 0,02 =0,019

P(D|A) =P (A)P (D]A) = 0,05 x 0,01 = 0,0005

Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

*»

EXEMPLO 5.6 Extracdo de 3 cartas
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0,01

0,02

0,98

Figura 5.4 — Diagrama de drvore para o exemplo do radar

Consideremos, agora, a extragao de 3 cartas sem reposi¢ao, onde estamos interessados no mesmo
evento “nenhuma carta de copas”. Queremos P (61 NCynN 63). Como generalizar a regra da
multiplicacdo para esse caso? Usando um recurso algébrico, podemos escrever (note que os
termos se cancelam):

P(C,NnC,NCs) = P(Cy) x (CnCy) P(CinCanCs)
P (Ch) P(ConC))
P(C,nCy)  P(C3nCanCh)

P(C) = P(CnCy)

~ P(C)) x

Aplicando a definicao de probabilidade condicional, resulta que

P (C.NConCh) = P (C)) P (CufC) P (ColCa N Th)
Voltando ao baralho, temos, como antes, P (61) = g—g eP (62|61) = g—?. Com o mesmo tipo de
raciocinio, resulta que P (63@2 N Ul) = %. Logo,

- = = 39 38 37
P(OIHCQQC?)):ﬁXE)_lX%
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Veja a Figura 5.5. No diagrama de arvore, o espago amostral completo é exibido. Algumas
probabilidades sao:

13 12 11 22

P(ClﬂCQﬂCg) = 5)(5—1)(%:?00 ramo 1
_ 13 39 12 78
P(ClﬂCQHCS) = @XHX%:m ramo 3
— — 39 13 38 247
P(OlﬂCQﬂCg) = §X5—1X%:% ramo 6
12751 C; 11/50
G
C; 39/50
C; 12/50
C; 38/50
C; 12/50
C; 38/50
C; 13/50
C; 37/50

Figura 5.5 — Diagrama de drvore para o experimento de extracao de 3 cartas sem reposigao

*»"

O exemplo anterior ilustra a regra geral de multiplicacao.

n Regra geral da multiplicagao

Seja Ay, Ay, ..., A, uma sequéncia de eventos de um espaco amostral 2. Entao
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5.4 Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual sera retirada
uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:

C = “carta é de copas”
R = “carta é um rei”
V. = “carta é vermelha”
J& vimos que P(C) = £ = L, P(R) = & = 5 e P(V) = £ = 1. Vamos, agora, calcular as

seguintes probabilidades condicionais: P(R|C) e P(V|C). No primeiro caso, estamos calculando
a probabilidade de sair um rei, dado que a carta é de copas e no segundo caso, estamos calculando
a probabilidade de sair uma carta vermelha, dado que saiu uma carta de copas.

P(RIC) = %:§:%=%:P<R>
_ P(vn<C) P _
PVIC) = 5 = prey = # V)

No primeiro caso, saber que a carta é de copas nao acrescentou informacao util para
avaliarmos a probabilidade de sair rei, ou seja, saber, ou nao, que saiu copas nao altera a
probabilidade de sair rei. J& no segundo caso, saber que saiu carta de copas faz com que
mudemos a probabilidade de sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu
carta de copas, entao a carta tem que ser vermelha.

Estes exemplos ilustram um conceito importante. No primeiro caso, dizemos que os eventos
R e C sao independentes e no segundo caso, os eventos V e C sao dependentes. No primeiro
caso, o conhecimento da ocorréncia de C nao ajuda para reavaliarmos a probabilidade de C'; no

segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C' faz com que mudemos nossa estimativa da
probabilidade de V.

DEFINIQAO Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaco amostral €2. Entao, A e B sao independentes se

P(A|B) = P(A) (5.4)

Essa definicao tem algumas implicacoes importantes. A primeira delas é a seguinte:

P(A|B) = P(A) = P(B|A) = P(B)
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De fato:

P(A|B) = P(A4) = W =P(A)

= P(ANB)=P(A)P(B) =

P(BNA) B P(A)P(B)
-5 )

PEA = 5 A

—P(B)

Isso significa que, se A e B sao independentes, entao B e A também o sdo (comutatividade).

A segunda implicacao, bastante importante, é a seguinte:

A, Bindependentes = P(AN B) = P(A) P(B)

Mas a reciproca dessa afirmativa também ¢ verdadeira, ou seja, se P(AN B) = P(A) P(B)
entao A e B sao independentes. De fato:

P(ANB) = P(A)P(B) =
pap) = e PO e -

A e B sao independentes

Esse resultado nos permite estabelecer uma outra defini¢ao equivalente para a independéncia
de dois eventos.

DEFINIQAO Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaco amostral 2. Entao, A e B sao independentes se

P(AN B) = P(A)P(B) (5.5)

EXEMPLO 5.7 Plano de aposentadoria de funciondrios - continua¢ao

No exemplo 5.3, analisamos os dados apresentados na tabela a seguir, re-ferentes a participacao
de funcionarios de uma empresa em planos de aposentadoria complementar:

Plano pessoal | Total
Sim  Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500
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Naquele exemplo, estudamos os eventos £ = “empregado tem o plano aposentadoria comple-
mentar da empresa” e P = “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”.
Vamos ver se esses eventos sao independentes.

Solucgao:
Temos que
2
4
2
P(PNE) = = # P(P)P(F)

Logo, os eventos P e E nao sao independentes. Outra forma de ver isso é

200 4

*»"

EXEMPLO 5.8 FEquivaléncia de eventos independentes

Sejam A e B eventos independentes em um espago amostral 2. Prove que os seguintes eventos
também sao independentes:

Solucgao:

(a) Temos que B
P(ANB)=P(B—-A)=P(B)—P(ANB)

Como A e B sao independentes, P(AN B) = P(A) P(B). Logo,
P(ANB) = P(B)\P(4)P(B)
— P(B)[1- P(4)
= P(B)P(A)

Logo, os eventos A e B sao independentes.
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(b) Pela lei de De Morgan e pela lei do complementar, temos que

P(ANB) = P(AUB)=1-P(AUB)
1-P(A) - P(B)+P(ANB)

Como A e B sao independentes, P(AN B) = P(A) P(B). Logo,

P(ANB) = 1-P(A)—P(B)+P(A)P(B)
— [1-P(4)] - P(B)[L - P(A)]
= [1=P(A)][1 -P(B)]

— P(A)P(B)

Logo, A e B sao independentes.

*»"

EXEMPLO 5.9 FEventos independentes versus eventos mutuamente exclusivos
Sejam A e B eventos de um espago amostral 2 tais que P(A) > 0 e P(B) > 0.

(a) Mostre que se A e B sao independentes, entdao A e B nao podem ser mutuamente exclusivos.

(b) Mostre que se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo A e B nao podem ser independentes.
Solucgao:

(a) Como A e B sao independentes, sabemos que P(AN B) = P(A) - P(B) > 0, pois estamos
supondo que A e B sao eventos possiveis. Mas P(A N B) > 0 significa que A e B nao sao
mutuamente exclusivos, o que completa a prova.

(b) Note que, se A e B sao mutuamente exclusivos, saber sobre a ocorréncia de um resulta
em saber que o outro nao ocorrera. Logo, A e B nao podem ser independentes. Provando
matematicamente:

P(A)P(B) > 0

PANE) — 0 }:>P(AHB)_07AP(A)P(B)

Logo, A e B nao sao independentes.

*»"

A equagao 5.5 nos permite generalizar a definicao de independéncia para qualquer niimero
de eventos.
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DEFINIQAO Eventos independentes — caso geral

Os eventos Ei, E», - -+ , E, sao independentes, se, para cada um de seus subconjuntos
Eila Ei27 e 7Eir

P(E,NE,N---NE;)=P(E,)P(E,) - P(E;)

5.5 Exercicios Propostos
5.1 Dois dados equilibrados sao lancados.

(a) Encontre a probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.

(b) Sabendo-se que a soma das faces foi menor ou igual a 4, calcule a probabilidade de sairem
faces iguais nos 2 dados.

(¢) Calcule a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

(d) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidade de sair 5
em pelo menos um dado.

5.2 A probabilidade de que uma nova campanha publicitiria fique pronta antes do prazo es-
tipulado pela diretoria foi estimada em 0,60. A probabilidade de que a diretoria aprove essa
campanha publicitaria € de 0,50. A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é

0,30.

(a) Qual € a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja atingido?

(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?

(c) Se a campanha ficou pronta antes do prazo estipulado, qual é a probabilidade de que a
diretoria a aprove?

5.3 Sejam A e B eventos do espago amostral Q tais que P(A) = 3, P(B) = 5 ¢ P(ANB) = 1.

(a) Calcule P(AU B).
(b) Calcule P(AN B).
(c) Calcule P(A|B).
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5.4 Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, constatou-se que 10% dos
estudantes nao utilizam transporte publico para ir as aulas e que 65% dos estudantes que utilizam
o transporte publico fazem refeicoes no bandejao do campus. Selecionando-se aleatoriamente um
estudante deste grupo, calcule a probabilidade de que ele use transporte publico e faca refeicoes
no bandejao.

5.5 As preferéncias de homens e mulheres por cada género de filme alugado em uma locadora
de videos estao apresentadas na tabela a sequir.

Tipo de filme
Sexo Comédia Romance Policial
Masculino 136 92 248
Feminino 102 195 62

Sorteando-se ao acaso um registro de locagao, pede-se a probabilidade de:

(a) ser um filme policial alugado por wma mulher;
(b) ser uma comédia;
(c) ser de um homem ou de um romance;

(d) ser de um filme policial dado que foi alugado por um homem.

5.6 Uma urna contém 6 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Fxtraem-se sequencialmente 3 bolas
dessa urna, sem reposicao. Qual € a probabilidade de que as 3 bolas sejam de cores iguais?

, P(B)=peP(AUB) =

5.7 Sejam A e B eventos de um espag¢o amostral  tais que P(A) = %

%. Determine o valor de p para que A e B sejam independentes.
5.8 Volte ao Ezxercicio 5.2. Verifique se os eventos considerados sao independentes.

5.9 Sejam A e B eventos de um espago amostral. Sabe-se que P(A) = 0,3; P(B) = 0,7 e
P(ANB) =0,21. Verifique se as sequintes afirmativas sao verdadeiras. Justifique sua resposta.

(a) A e B sao mutuamente exclusivos;
(b) A e B sao independentes;
(c) A e B sdo independentes;
(d) A e B sdo mutuamente exclusivos;

(e) A e A sdo independentes.
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5.10 Dois dados equilibrados sao lanc¢ados.

(a) Calcule a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

(b) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidade de sair 6
em pelo menos um dado.

(c) Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos dois dados” sdo indepen-
dentes?

5.11 Uma sala possui trés soquetes para lampadas. De uma caiza com 10 lampadas, das quais
6 estao queimadas, retiram-se 3 lampadas ao acaso, colocando-se as mesmas nos trés bocais.
Calcular a probabilidade de que:

(a) pelo menos uma lampada acenda;

(b) todas as lampadas acendam.

5.12 O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade da inflacdo ficar
abaizo de 3% este ano € de 0,20; entre 3% e 4% € de 0,45 e acima de 4% ¢é de 0,35. O
Ministério acredita que, com inflagao abaizo de 3%, a probabilidade de se criar mais 200.000
empregos € de 0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflagao fique entre 3% e 4%;
no entanto, com inflacao acima de 4%, isso € totalmente impossivel. Qual é a probabilidade de
se criarem 200.000 empregos nesse ano?

5.13 Na urna I ha 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 8 azuis. Na urna Il hd 3 bolas vermelhas e
b brancas. Lanc¢a-se um dado equilibrado. Se sair 3 ou 6, escolhe-se uma bola da urna I; caso
contrdrio, escolhe-se uma bola da urna II. Calcule a probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;
(b) sair uma bola branca;

(¢) sair uma bola azul.

5.14 Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a carta
é %. A probabilidade de que o correio nao a perca é %. A probabilidade de que o carteiro a

10°
entreque € também %.

(a) Construa o diagrama de drvore representando o espago amostral deste problema.

(b) Calcule a probabilidade de Camila nao receber a carta.
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5.15 Sejam A e B dois eventos tais que P(A) = 0,4 e P(AU B) = 0,7. Seja P(B) = p.
Determine o valor de p para que

9a) A e B sejam mutuamente exclusivos;

9b) A e B sejam independentes.

5.16 Sejam A e B eventos possiveis de um mesmo espaco amostral Q. Se P(A|B) = 1 verifique
a veracidade das sequintes afirmativas, justificando sua resposta.

(a) A e B sao independentes.

(b) A e B sio mutuamente exclusivos.

5.17 Sejam A, B, C eventos de um mesmo espaco amostral. Sabe-se que (i) B € um sub-
conjunto de A; (i1) A e C sao independentes e (iii) B e C' sao mutuamente exclusivos. A
probabilidade do complementar da unido dos eventos A e C € 0,48; a probabilidade da unido
dos eventos B e C ¢ 0,3 e a probabilidade do evento C' é o dobro da probabilidade do evento B.
Calcule a probabilidade da unido de A e B.

5.18 Uma comissao de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5 alunas e 3 alunos.
Sejam os eventos:

M, = “primeiro estudante sorteado € mulher”

My, = “sequndo estudante sorteado é mulher”

(a) Construa um diagrama de drvore que represente o espago amostral deste experimento, indi-
cando as probabilidades.

(b) Calcule P(My) e P(Ms).

(c) Verifique se My e My sdo independentes.

5.19 Em um campeonato de natacao, estao competindo trés estudantes: Alberto, Bosco e Car-
los. Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de ganhar, que € o dobro da de Carlos ganhar.
(a) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competi¢do.

(b) Que hipdtese vocé fez para resolver essa questio? Essa hipdlese € razodvel?

5.20 Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado problema. Eles

trabalham na solugao do mesmo independentemente, e tém, respectivamente, probabilidade 0,8
e 0,7 de resolvé-lo.
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(a) Qual € a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?
(b) Qual é a probabilidade do problema ser resolvido?

(¢) Dado que o problema foi resolvido, qual € a probabilidade de que tenha sido resolvido apenas
por Pedro?

5.21 Joga-se um dado duas vezes. Considere os sequintes eventos: A = “ resultado do primeiro
lancamento € par” e B = “soma dos resultados € par”. A e B sao independentes? Justifique.

5.22 Um aluno responde a uma questao de multipla escolha com 4 alternativas, com uma so
correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questao é de 30%. Se ele nao sabe
a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe a possibilidade de ele
obter a resposta certa por “cola”. Qual € a probabilidade de ele acertar a questdo?

Departamento de Estatistica 111



Capitulo 6

Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes

Neste capitulo, vocé estudara dois importantes teoremas de probabilidade e verd suas aplicacoes
em diversas situacgoes envolvendo a tomada de decisao. Esses teoremas, conhecidos como teorema
da probabilidade total e teorema de Bayes, resultam diretamente da definicao de probabilidade
condicional e das propriedades vistas para a probabilidade.

A apresentagao desses teoremas serd feita inicialmente através de exemplos, para que voce
compreenda bem o contexto de sua aplicacao. Ao final, serd apresentada a formulacao geral dos
teoremas, que requer a seguinte defini¢ao.

DEFINIQAO Particao de um espaco amostral

Se Ay, As, ..., A, s@o eventos em um espago amostral {2 tais que

i=1
entao, diz-se que Ay, As, ..., A, formam uma particao de €.

EXEMPLO 6.1 Producao de pecas em duas mdquinas

Em uma linha de producao de uma certa fabrica, determinada pega é produzida em duas
mdquinas. A mdquina 1, mais antiga, é responsdvel por 35% da producao e os 65% restantes
vem da maquina 2. A partir dos dados passados e das informagcoes do fabricante das maquinas,
estima-se em 5% a proporcao de pecas defeituosas produzidas pela méquina 1 e em 2,5% a
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proporcao de defeituosas produzidas pela maquina 2. As pecas produzidas pelas duas maquinas
seguem para o departamento de armazenamento e embalagem, para venda posterior, sem dis-
tincao de qual maquina a produziu.

(a) Qual é a proporgao de pecas defeituosas colocadas no mercado por essa fabrica?

(b) Se um cliente identifica uma peca defeituosa, qual é a probabilidade de que ela tenha sido
produzida pela maquina 27

Solucgao:

(a) Na Figura 6.1 representa-se a situacao descrita no exemplo. Nosso experimento aleatério é
o sorteio de uma peca produzida por essa fabrica e nosso espaco amostral, representado pelo
retangulo, é o conjunto de todas as pegas produzidas em determinado periodo. Podemos
ver que o espago amostral esta dividido em 2 eventos mutuamente exclusivos: M;, pecas
produzidas pela maquina 1, e M,, pecas produzidas pela maquina 2. Mais precisamente,
Q) = M; U M, — isso significa que M; e My formam uma particao do espaco amostral. Um
outro evento de interesse é o evento D = “peca é defeituosa”. Podemos ver que esse evento
tem intersecao com os eventos M; e Ms, ou seja, ha pegas defeituosas produzidas na maquina
1 e na maquina 2.

M,

Figura 6.1 — Espago amostral para o problema das 2 maquinas

Pelos dados do problema, temos uma estimativa a prior: das proporcoes de pecas produzidas
em cada maquina, ou seja, as probabilidades a priori dos eventos M; e My sao:

P(M;)) = 0,35
P(M,) = 0,65

Sabemos também a proporcao de pecas defeituosas produzidas por cada maquina. Essa
proporcao se traduz em uma probabilidade condicional: se a pega foi produzida pela maquina
1, existe 5% de chance de ser defeituosa; para a mdquina 2, essa chance reduz-se a 2,5%.
Em termos de probabilidade, temos

P(D|M;) = 0,05
P(D|M,) = 0,025
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Como M; e M, formam uma particao de €2, podemos escrever
D = (DnM;)U(DnNM,)

Mas M; e M, sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N M) e (D N M) também o sdo. Assim,
pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que

P(D) = P[(DnNM)U(DnN M)
= P(DNM)+P(DnNM,)

Pela regra da multiplicac@o (veja o capitulo anterior), sabemos que P(ANB) = P(A) P(B|A).
Logo,

P(D) = P(M)P(D|M) + P(M;) P(D|M,)
0,35 x 0,05 + 0,65 x 0,025
= 0,03375

Note que a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das probabili-
dades de defeito em cada maquina; os pesos sao definidos de acordo com o nivel de producao
de cada maquina, ou seja de acordo com a probabilidade de a peaa ser produzida em cada
uma das maquinas.

Na segunda parte do exemplo, temos uma informacao sobre a peca: ela é defeituosa, ou
seja, sabemos que ocorreu o evento D. O que o problema pede é que, com essa informacao,
reavaliemos a probabilidade de a peca ter sido produzida pela maquina 2. Essa probabilidade
¢é chamada probabilidade a posteriori , ou seja, é a probabilidade que calculamos depois de
realizado o experimento de sorteio e teste da peca. Em notacao matemaética, temos que
calcular P(M;|D). Por defini¢ao, temos

P(M, N D)

Usando a regra da multiplicacao e o resultado encontrado no item anterior, resulta que

P(M,) P(Ms|D)
P(M;)PR(D|M,) + P(Ms) P(D|M,)
0,65 x 0,025
0,35 x 0,05 + 0,65 x 0,025
0,01625

- = 0,481
0,03375 0,4315

P(M2|D) =

Compare os resultados: sem qualquer informacao sobre o resultado do experimento, nossa
estimativa para a probabilidade de ocorréncia de My — peca ser produzida pela maquina 2 —
era 0,65; com a informagcao de que a peca é defeituosa, a probabilidade de ter sido produzida
pela maquina 2 diminui para 0,4815.

EXEMPLO 6.2 Producao de pecas em trés maquinas
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Considere novamente a situacao do Exemplo 6.1, mas com a seguinte modificacao: as
pecas sao produzidas em trés maquinas, que sao responsaveis por 30%, 35% e 35% da producao,
respectivamente. As proporcoes de pecas defeituosas produzidas nessas maquinas sao 5%, 2,5%
e 2%.

(a) Qual é a proporgao de pecas defeituosas produzidas na fabrica?
(b) Se um cliente identifica uma pega defeituosa, qual é a probabilidade de que tenha sido
produzida na maquina 17 E na maquina 2?7 E na maquina 37

Solucgao:

(a) O espago amostral desse experimento estd ilustrado no diagrama de arvore da Figura 6.2.

D 005
\ _D oss
0,30
M
! D 0,025
0,35
M,
D 0975
M3 ’
0,35
D 0,02
\ . o

Figura 6.2 — Diagrama de drvore para o exemplo das 3 maquinas

Como visto no capitulo anterior, cada galho da arvore corresponde ao condicionamento
do evento aos eventos dos galhos anteriores. Assim, na parte superior da arvore, temos os
eventos D|M; e D|M,. Na parte do meio, temos os eventos D|M, e D| M, e na parte inferior,
D|M3 e E‘Mg

Os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades a priori:

P(M;) = 0,30
P(M,) = P(Ms)=0,35
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P(D|M;) = 0,05
P(D|M,) = 0,025
P(D|M3) = 0,02

Como antes, My, My e M3 formam uma particao de §2 e, portanto, podemos escrever

D= (DN M;)U(DnNMy)U (DN Ms)

Mas My, My e M3 sao mutuamente exclusivos; logo, (D N M), (D N Ms) e (D N M;) também
o sao. Pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que

P(D) = P[(DNM;)U(DnNM)U (DN Ms)]
= P(DNM)+P(DnN M)+ P(DnN M)

Pela regra da multiplicagao, sabemos que P(AN B) = P(A) P(B|A). Logo,

P(D) = P(M)PR(D|M,) + P(My) P(D|Ms) + P(Ms) P(D|M;)
= 0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025+ 0,35 x 0,02
= 0,03075

Como antes, a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das pro-
babilidades de defeito em cada médquina, com os pesos definidos de acordo com o nivel de
producaode cada maquina.

(b) Na segunda parte do exemplo, deseja-se calcular as probabilidades a posteriori P(M;|D),
P(M;|D) e P(Ms|D). Por defini¢ao, temos

P(M; N D)

Usando a regra da multiplicacao e o resultado encontrado no item anterior, resulta que

P(M;) P(M;|D)
P(M,)PR(D|M,) + P(Ms,) P(D|Ms) + P(My) P(D|Ms)
0,30 x 0,05
0,30 x 0,05 + 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
0,015

= =0,4
0.03075 0, 487805

P(MJD) =

P (M) P(M;|D)
P(M,)PR(D|M,) + P(M,) P(D|Ms) + P(Ms3) P(D|M3)
0,35 x 0,025
0,30 x 0,054 0,35 x 0,025 40,35 x 0,02
0, 00875

- — 0,284
0,03075 0,284553

P(M,|D) =
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P(Ms) P(Ms|D)
P(M,)PR(D|M,) + P(M,) P(D|M>) + P(Ms3) P(D|M3)
0,35 x 0,02
0,30 x 0,054 0,35 x 0,025+ 0,35 x 0,02
0,007

- = 0,227642
0,03075 0,2276

P(Ms|D) =

Note que 0, 487805 + 0, 284553 + 0,227642 = 1,000000; esse resultado é imediato a partir
do fato de que P(2) = 1. Se ocorreu uma pega defeituosa, essa pega sé pode ter vindo de
umas das trés maquinas.

EXEMPLO 6.3 Soro da verdade

Sabe-se que um “soro da verdade”, quando aplicado a um suspeito, é 90% eficaz quando
a pessoa ¢ culpada e 99% eficaz quando é inocente. Um suspeito é retirado de um grupo de
pessoas, onde 95% jamais cometeram qualquer crime.

(a) Qual é a probabilidade de o soro dar a resposta certa?

(b) Se o soro indica “culpado”, qual é a probabilidade de o suspeito ser inocente?
Solucgao:

(a) Vamos definir os seguintes eventos (veja a Figura 6.3):
C = “suspeito é culpado” C = “suspeito ¢é inocente”
V = “soro indica culpado” V' = “soro indica inocente”

Note que vocé tem que definir os eventos de acordo com a execucao do experimento. Ao se
aplicar um soro da verdade (ou pligrado), a resposta é “culpado” ou “inocente” e nao “soro
acerta” ou “soro erra’”.

Os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades:
P(V|C) = 0,90

VI0) = 0,99

) = 0,95

Usando o resultado sobre probabilidade do evento complementar, obtemos que:
P(V|C) = 0,10

P(V|C) = 0,01
P(C) = 0,05
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0,90
v
0,05
C
v
0,10
0,01
v
C
0,95
v
0,99

Figura 6.3 — Diagrama de drvore para o exemplo do soro da verdade

A particao do espaco amostral é definida pelos eventos C' e C, para os quais temos as
probabilidades a priori. Os eventos de interesse sao V e V.

Seja o evento A = “soro acerta o diagndstico”. Note que o soro pode diagnosticar correta-
mente, sendo o suspeito culpado ou inocente. Veja a tabela a seguir.

Suspeito
Inocente C'  Culpado C'
Resultado | Inocente V OK! Erro
do soro Culpado V Erro OK!

Dessa forma,
A=(CnV)yu(CnV)
Logo,
P(A) = P(CNV)+P(CNnV)
= P(C)P(V|C)+P(C)P(V |O)
= 0,05x 0,90 40,95 x 0,99
= 0,9855

(b) Queremos calcular P(C'| V). Por definicdo temos que:

P(CNV)

PCIV) =51
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O soro pode indicar culpado sendo o suspeito culpado (acerto do diagndstico) ou inocente
(erro no diagnédstico), ou seja:

P(V) = P(VNC)+P(VNC)

= P(V|O)xP(C)+P(V|C) xP(CO)
= 0,90 x 0,054 0,01 x 0,95 = 0,045 + 0,0095 = 0, 0545

(S
P(VNC)=P(V|C)xP(C)=0,01 x 095 = 0,0095
Logo,
— 0,0095
p = =0,174
(ClV) 00545 0,1743

EXEMPLO 6.4 Moedas em uma caixa

Uma caixa contém trés moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem duas caras e a
moeda 3 ¢ viciada de tal modo que cara é duas vezes mais provavel que coroa. Uma moeda é
escolhida ao acaso e langada.

(a) Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 17
(b) Qual é a probabilidade de observarmos cara?

(c) Se o resultado foi cara, qual a probabilidade que a moeda langada tenha sido a moeda 17
Solucgao:

Vamos definir os eventos

K = cara C' = coroa
M; = moedal My = moeda 2 M5 = moeda 3

E dado que

P(KIM)=7  P(K|My)=1

Para a moeda 3, como a probabilidade de cara é duas vezes a probabilidade de coroa e a
soma dessas probabilidades tem que ser 1, resulta que

2
P(K|My) = -

Como a moeda lancada é escolhida aleatoriamente, temos que

P(My) = P(My) = P(My) = 5

Veja a Figura 6.4.
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K 1/2
\ . "
1/3
My K 1
1/3
M,
V3 C 0
1/3
K 2/3
\ ; »

Figura 6.4 — Diagrama de drvore para o exemplo das 3 moedas

(a) Aqui a solugao é consequéncia direta da regra de multiplicagao:

P(KNM) = P(M)xP(K|M,)
1 1

1
— - X - = —
3 2 6

(b) Os eventos que formam a partigao do espago amostral sao M, My e Ms. Logo,
P(K) = P(KNM)+P(KNM)+P(KnNM;)=

-3 2 3/ 376 18

(c¢) O problema pede

P(M1|K):P(K0Ml) _ P(M,) x P(K|M,) :%:_

P (K) P (K)
EXEMPLO 6.5 Concessao de empréstimo

Um gerente de banco tem que decidir se concede ou nao empréstimo aos clientes que
o solicitam. Ele analisa diversos dados para estudar a possibilidade de o cliente vir a ficar
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inadimplente. Com base em dados passados, ele estima em 15% a taxa de inadimpléncia.
Dentre os inadimplentes, ele tem 80% de chance de tomar a decisdo certa, enquanto que essa
chance aumenta para 95% entre os clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar um
empréstimo. Qual é a probabilidade de ele ter tomado a decisao correta?

Solugao:

Os fatos envolvidos nesse processo decisério sao: “cliente é inadimplente ou nao” e “gerente
concede ou nao o empréstimo”. Vamos definir os seguintes eventos:

I = “cliente é inadimplente”
C = ‘“gerente concede empréstimo”
Usaremos a notacao de evento complementar para definir

= “cliente é adimplente”

Ql ~

= ‘“gerente nao concede empréstimo”

Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de erro. Os acertos
sao:
e cliente é inadimplente e gerente nao concede o empréstimo

e cliente é adimplente e gerente concede o empréstimo
Os erros sao:

e cliente ¢ inadimplente e gerente concede o empréstimo

e cliente é adimplente e gerente nao concede o empréstimo

A arvore que representa o espaco amostral é dada na Figura 6.5.
As probabilidades dadas sao

P(I) = 0,15
P(C|I) = 0,80 (decisio certa dado cliente inadimplente)
P(C[I) = 0,90 (decisio certa dado cliente adimplente)

Pela lei do complementar, resulta que

P(I) = 0,85
P(C|I) = 0,20
P(C|I) = 0,10
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0,20
C
0,05
I
C
0,80
0,95
C
1
0,95
C
0,05

Figura 6.5 — Diagrama de arvore para o exemplo gerente de banco

Com relagao ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente recusou o empréstimo,
a decisao sé sera certa se o cliente for inadimplente. Logo, temos que calcular

P(I|C) = %

Mas, o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou nao, ou seja,

P(C) = P(CNI)+P(CNI)
= P(I)P(C|I)+P(I)P(C|I)
= 0,15 x 0,80+ 0,85 x 0,10
= 0,205

P(INC)
P(C)

P(I)P(C|I)
P(I)P(C|I) + P(I)P(C|I)
0,15 x 0,80

0, 205
= 0,5854
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6.1 Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

Considere a Figura 6.6, onde A;, As,..., A, é uma particao do espaco amostral 2 e B um
evento qualquer em .

As

Figura 6.6 — Espaco amostral para o problema das 2 maquinas

Como a uniao de todos os A;’s é o espaco amostral, segue que

B=(A1NB)U(ANB)U---U(A,NB)

O fato de alguns desses termos ser o conjunto vazio (por exemplo, BN A; = &) nao
invalida o resultado, uma vez que AU@ = A. Por definicao de particao, os A;’s sao mutuamente
exclusivos dois a dois; logo, os eventos A; N B também o sao. Entao, pela lei da probabilidade
de eventos disjuntos, podemos escrever

P(B) = P[(AiNB)U(A:NB)U---(A,NB)] =
= PANB)+P(A4:NB)+---+P(A,NB)

e a regra da multiplicacao nos dé que

P(B) = P(A)) P(B|A1) + P(A2) P(B|Ay) + - + P(A,) P(B|A,)

Esse resultado é conhecido como teorema da probabilidade total.

n Teorema da probabilidate total

Seja Ay, Ao, ..., A, uma particao do espaco amostral {2 e seja B um evento qualquer
em (). Entao

P(B) = ZP (A;) P (B|A) (6.1)
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Como visto, a probabilidade P(A;) é denominada probabilidade a priori do evento A;.
Continuando no contexto da Figura 6.6, suponhamos agora que B tenha ocorrido. Vamos usar
essa informagcao para calcular a probabilidade a posteriori do evento A;, ou seja, vamos calcular
P(A;|B). Por defini¢ao temos que
P (A;N B)

Usando a regra da multiplicacao e o teorema da probabilidade total, resulta que
P (A;) P (4| B)
P (AP (BI4)

P (Ai[B) =

Esse resultado é conhecido como teorema de Bayes.

n Teorema de Bayes

Seja Ay, Ao, ..., A, uma particao do espaco amostral {2 e seja B um evento qualquer
em (). Entao

(6.2)

P (4,
éP( P (BIA)

E importante que, na resolucao de exercicios e também na aplicagao pratica desses te-
oremas, voceé identifique os eventos de interesse, os eventos que definem a particao do espaco
amostral e quais sao as probabilidades a priori. Em geral, sao essas probabilidades que identifi-
cam a particao de 2. Vamos considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.

EXEMPLO 6.6 Alunos e carros

Em uma turma de Administracao, 65% dos alunos sdo do sexo masculino. Sabe-se que
30% dos alunos tém carro, enquanto que essa proporcao entre as alunas se reduz para 18%.
Sorteia-se ao acaso um estudante dessa turma usando o seu numero de matricula e constata-se
que possui um carro. Qual é a probabilidade de que a pessoa sorteada seja do sexo feminino?

Solucgao:

Os eventos em questao envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro. Vamos definir os
eventos de interesse da seguinte forma:

H = homem M = mulher

C = possui carro C = nao possui carro
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Note que H e M definem uma particdo do espaco amostral, assim como C e C' . No entato, as
probabilidades a priori dadas referem-se a H e M logo, a particao de €2 sera definida em termos
desses eventos. Os dados do problema nos dao que
P(H) = 0,65=P(M)=0,35
P(C|H) = 0,30 = P(C|H)=0,70
P(C|M) = 0,18 = P(C|M) =0,82
O problema pede P(M|C') e para calcular essa probabilidade, temos que calcular P(C). Pelo
teorema da probabilidade total, sabemos que
P(C) = P(CNM)+P(CNH)

= P(M)P(C|M)+P(H)P(C|H)

= 0,35x0,18+ 0,65 x 0,70

= 0,518
Logo,
P(C N M)

P(C)
P(M)P(C|M)
P(C)
0,35 x 0,18
0,518

= 0,12162

P(M|C) =

*»

6.2 Exercicios Propostos

6.1 Uma propaganda de um curso preparatorio para a prova da ANPEC diz que 80% dos seus
alunos consequem ingressar em algum programa de Mestrado em FEconomia. Dos cadastros da
ANPEC, sabe-se que 15% dos candidatos aos programas de Mestrado escolhem esse curso e que
o indice geral de aprovagao € de 63%. (Dados ficticios)

(a) Se um candidato nao escolhe esse curso, qual € a probabilidade de ele passar no exame da
ANPEC?

(b) Sabe-se que um aluno foi aprovado, consequindo ingressar no programa de Mestrado de uma
grande universidade. Qual € a probabilidade de ele ter frequentado este curso preparatorio?

6.2 Em uma localidade, 8% dos adultos sofrem de determinada doenca. Um médico local
diagnostica corretamente 95% das pessoas que tém a doenca e diagnostica erradamente 2% das
pessoas que nao a tém. Um adulto acaba de ser diagnosticado pelo médico como portador da
doenca. Qual € a probabilidade de esse adulto ter, de fato, a doenca?
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6.3 Uma urna contém 4 bolas numeradas de 1 a 4. Duas bolas sao retiradas sem reposi¢ao.
Seja A o evento “soma € 57 e seja B; o evento “primeira bola sorteada tem o nimero i”,
i=1,2,3,4. Calcule P(A|B;) e P(B;| A) para i =1,2,3,4.

6.4 Resolva o exercicio anterior, supondo que as extracoes sejam feitas com reposicao.

6.5 Numa prova hd 7 perguntas do tipo Verdadeiro-Falso. Calcule a probabilidade de um aluno
acertar todas as 7 questoes

(a) se ele “chuta” as respostas;

(b) se ele “chuta” as respostas, mas sabendo que hd mais Verdadeiros do que Falsos.

6.6 Continuacao do Exercicio 5.12. O Ministério da Economia da Espanha acredita que
a probabilidade de a inflagao ficar abaizo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% € de 0,45 e
acima de 4% € de 0,35. O Ministério acredita que, com inflacao abaizo de 3%, a probabilidade de
se criar mais 200.000 empregos € de 0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflagao
fique entre 3% e 4%; no entanto, com inflacao acima de 4%, isso é totalmente impossivel. No
ano sequinte, um economista estrangeiro constata que foram criados 200.000 empregos novos.
Qual ¢ a probabilidade de a inflacao ter ficado abaizo de 3%7

6.7 Continuacao do FExercicio 5.14. Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabi-

lidade de que Joana escreva a carta é 3. A probabilidade de que o correio nio a perca é =. A
o , 10 0 : 10
probabilidade de que o carteiro a entregue é também 55. Dado que Camila nao recebeu a carta,

qual € a probabilidade de que Joana ndo a tenha escrito?

6.8 Continuacao do Exercicio 5.22. Um aluno responde a uma questao de multipla esco-
lha com 4 alternativas, com uma so correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da
questao € de 30%. Se ele nao sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”.
Nao existe a possibilidade de ele obter a resposta certa por “cola”. Se o aluno acertou a questao,
qual € a probabilidade de ele ter “chutado” a resposta?

6.9 Consideremos dois dados: um deles € equilibrado e o outro viciado, com P(1) = 0,5 e
P(2) =---= P(6) = 0,1. Escolhe-se um dos dados ao acaso e efetuam-se dois langcamentos, que
resultam ambos na face 1. Qual a probabilidade de ter sido escolhido o dado viciado?

6.10 Uma urna tem 3 bolas brancas, 3 pretas e 4 azuis. Duas bolas sao retiradas ao acaso e
substituidas por 5 vermelhas. Depois disso, retira-se uma bola. Qual € a probabilidade de ser
azul?
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6.11 Sao dadas as urnas A, B e C. Da urna A € retirada uma bola, que € colocada na urna
B. Da urna B retira-se, entao, uma bola que é colocada na urna C. Retira-se em sequida uma
bola da urna C. A probabilidade de ocorrer bola de cor vermelha na ultima extracao é 0,537.
Determinar o valor de x sabendo que as urnas tém as sequintes composicoes:

1% 3V 99—z V
A'{BP B'{GP C'{ x P

onde V' representa bola vermelha e P, bola preta.

6.12 O chefe do Setor de Compras de uma empresa trabalha com 3 grandes distribuidores de
material de escritorio. O distribuidor 1 € responsavel por 70% dos pedidos, enquanto cada um
dos outros 2 distribuidores responde por 15% dos pedidos. Dos registros gerais de compra, sabe-se
que 6% dos pedidos chegam com atraso. A propor¢ao de pedidos com atraso do distribuidor 1 € a
metade da propor¢ao do distribuidor 2 que, por sua vez, € o dobro da propor¢ao do distribuidor
3. Calcule a porcentagem de pedidos com atraso de cada um dos distribuidores.

6.13 O gerente de Recursos Humanos de uma empresa escolhe estagidrios oriundos de dois
cursos de Administracao. No curso 1, a propor¢ao de alunos com boa formagao em informdtica
¢ de 60%, enquanto no outro curso, essa propor¢ao cai para 40%. Um estagidrio acaba de
ser contratado. A probabilidade de que tenha boa formagao em informdtica € 0,44. Qual € a
preferéncia (probabilidade) do gerente pelo curso 17

6.14 Em um escritorio de contabilidade, o contador-chefe tem trés auxiliares, um que trabalha
em tempo integral e os outros dois que trabalham em tempo parcial. O funciondrio de tempo
integral € responsdvel por 50% dos balancetes, enquanto cada um dos funciondrios de tempo
parcial responde pela metade dos balancetes restantes. Nos ultimos 2 meses, a propor¢ao de
balancetes com erros oriundos do funciondrio de tempo integral foi de 5%, enquanto para os
funciondrios de tempo parcial essas proporcoes foram de 6% e 8%. O chefe resolve, entao,
fazer um novo treinamento, discutindo os principais erros encontrados. No més sequinte ao
treinamento, a proporcao de balancetes com erro cai pela metade, com cada funciondrio de tempo
parcial produzindo a mesma propor¢ao de balancetes com erro, igual a metade da propor¢ao de
erros do funciondrio de tempo integral. Quais sao as novas proporcoes de balancetes com erro
de cada funciondrio?

6.15 Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucao da parte elétrica e da
parte hidraulica de um edificio. Ele acha que a probabilidade de ganhar a concorréncia da parte
elétrica € de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte hidrdulica € de
3/4; caso contrdrio, essa probabilidade € de 1/3. Qual é a probabilidade de ele:

(a) ganhar os dois contratos?

(b) ganhar apenas um?

(c) ndo ganhar qualquer contrato?
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